
Circuits
magnétiques

Objectifs : Étudier les circuits magnétiques en régime sinusoïdal. Connaître le modèle
linéaire de la bobine à noyau de fer et la signification physique de ses éléments.

I À savoir
• Loi de Lenz-Faraday - Formule de Boucherot - Loi d'Hopkinson

Soit le circuit magnétique typique supposé linéaire, sans perte magnétique et sans fuite
de flux, sur lequel est enroulé un conducteur électrique isolé supposé de résistivité
nulle (Fig. 9.1).

N : nombre de spires du bobinage.
S (en m2) : section du circuit magnétique.
£ (en m) : longueur de la ligne moyenne de
champ dans le circuit magnétique.
\x (en H/m) : perméabilité magnétique du
circuit magnétique. Avec nos hypothèses :
B = (xH où \i est supposée constante.

Figure 9.1 Circuit magnétique typique bobiné

Loi de Lenz-Faraday

Alimenté par une tension u{i) variable, le bobinage est parcouru par un courant
variable i(t), source d'un champ B(t) variable dans le circuit magnétique. Le flux
<p(t) = B(J) x 5 de ce champ à travers une section droite du circuit magnétique est
donc variable. La variation de ce flux se traduit par l'apparition d'une force électro
motrice induite e(t). La figure précédente (Fig. 9.1) montre clairement que
u{t) = —e(t). Son expression en instantané, avec u = u(t), e = e(t), (p = <p{t),
<Ptoi = ^Tot(0, est donnée par :

d<p -d^rot
e = -N— = —-—

d/ àt
ou

é(p dprot

dt dt
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où <p (en Wb) est le flux d'induction magnétique à travers une section du circuit
magnétique (c'est le flux embrassé par spire), et (prot = N<p (en Wb) est le flux total à
travers la surface totale S-rot = NS (c'est-à-dire embrassé par la totalité du bobinage).
La relation précédente montre que si la tension « est sinusoïdale, le flux <p l'est égale
ment. En notation complexe pour le régimesinusoïdal, la loi de Lenz-Faraday s'écrit :

f U = œNQ

*lArga/) = ^ +Arg(0)U_ = jcoN® = jû>q>Tot

où U_, 0 et q>Tot sont les représentants complexes de u, <p et <pr0u

Formule de Boucherot

L'induction magnétique B = B(t) (en teslas : T) est reliée au flux d'induction magné
tique <p = (p{t) par <p = BS, soit en notationcomplexe pour le régime sinusoïdal :

( U= œNSB = y/27tfNSBMax
~ J - [Arg(£)= 2+Ar8CB)

On obtient alors la formule de Boucherot, valable en régime sinusoïdal, qui relie la
valeur efficace de la tension à la valeur maximale de l'induction magnétique :

U*4MNfSBMax

Loi d'Hopkinson

Cette loi (écriture du théorème d'Ampère dans le cas d'un circuit magnétique parfait :
Ht = Ni) relie le flux d'induction magnétique (p = (p(t) au courant électrique
i = /(/) par :

s = Ni = 9\<p avec
1 l

iK = x

l* S

où e = Ni s'appelle la force magnétomotrice (en A) et9\ laréluctance (en H ').
En notationcomplexe pour le régimesinusoïdal, la loi d'Hopkinson s'écrit :

e = NI = 9W> où e, I_ et <î> sont les représentants complexes de e, i et <p.

t/ Remarque : /i, étant constante, 9t estune constante et,enconséquence, {
i est sinusoïdalcomme <p. /j

Inductance

En introduisant l'inductance L (en H), le flux total s'écrit :

(pr0{ = N<p = Li avec L =
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Finalement, en notation complexe pour le régime sinusoïdal, on obtient :

<DTot = N<£ = U > U_ = )ù)N& = jftj<I>Tot = ]L(ûI_

Avec ces hypothèses, résistivité nulle du conducteur électrique et circuit magnétique
linéaire sans perte et sans fuite, la bobine est parfaite, d'inductance L. En régime sinu
soïdal, la tension est en avance de tc/2 sur le flux et le courant (Fig. 9.2).

U + V2

0,

Figure 9.2 Représentation de Fresnel

• Modèle linéaire d'une bobine à noyau de fer

Valable en régime sinusoïdal et hors saturation, il permet de prendre en compte les
imperfections liées à la construction de la bobine ou à la nature des différents maté
riaux utilisés. Le schéma équivalent (Fig. 9.3) de ce modèle est composé des éléments
ci-dessous :

- La résistance r rend compte de la résistance du conducteur électrique ramenée
en dehors du bobinage entraînant des pertes par effet Joule.

- L'inductance magnétisante Lm rend compte du flux magnétisant (pm (en Wb) qui
est le flux d'induction magnétique à travers une section du noyau ferromagné
tique.

N<pm = Lm/m

- L'inductance de fuite Lf rend compte du flux de fuite cpt (en Wb) qui est le flux
en dehors ou sortant du noyau ferromagnétique.

N<p[ = Lfi

- La résistance R{ rend compte des pertes magnétiques (pertes par courants de
Foucault et pertes par hystérésis) appelées « pertes fer ». La modélisation par une
résistance aux bornes de Lm est justifiée car ces pertes sont quasiment propor
tionnelles au carré de la tension induite par le flux magnétisant <pm (loi de Lenz-
Faraday).

r Lt <p(
—I mm

Rf

Figure 9.3 Schéma équivalent du modèle linéaire d'une bobine à noyau de fer
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Il Compléments
La présence d'un milieu ferromagnétique permet d'obtenir des bobines de grande
inductance, mais engendre des non-linéarités : le flux dans le circuit magnétique n'est
pas une fonction linéairedu courant(la perméabilité magnétique, la réluctanceet donc
l'inductance ne sont pas constantes). Le flux est saturé à partir d'une certaine valeur
du courant, et il diffère selon que le courant croît ou décroît (cycle d'hystérésis). La
caractéristique <p = /(/) d'un circuit magnétiquebobiné sans fuite de flux correspond
à celle de B = f(H) du milieu magnétique aux facteurs d'échelle près. En effet, les
relations : <p = BS (flux à travers la surface S) et Ht = Ni (théorème d'Ampère)
permettent de passer de B à (p d'une part et de H à i d'autre part (Fig. 9.4).

<P = f(i) i1 B-:<p/S

B = f(H)

!
i

^Saturation

H= NiII

ISaturation jf/

Figure 9.4 Cycle d'hystérésis et saturation d'un circuit magnétique

Il est donc clair que, du fait de la saturation, l'inductance L = N<p/i est une fonction
nettement décroissante de /. En conséquence, si on impose une tension sinusoïdale
u = Umox cos (œt) aux bornes de la bobine, alors :

- le flux est sinusoïdal : Nd<p/dt = u
- l'induction magnétique est sinusoïdale : B = <p/S
- l'excitation magnétique n'estpas sinusoïdale : H = f~l(B)
- le courant n'est pas sinusoïdal : i = Hl/N

Plus on s'éloigne de la zone presque linéaire (H faible) de la caractéristique
B = f(H), plus le courant présente des pointes et moins il est sinusoïdal (exemple
Fig. 9.5). Attention, en cas de forte saturation, la bobine se comporte pratiquement
comme un court-circuit !

Bienque la présence d'un noyau de fer rendel'inductancede la bobinenon linéaire et
donc le régime non-sinusoïdal en toute rigueur, on utilise tout de même le modèle
linéaire d'une bobine à noyau de fer (Fig. 9.3) et on suppose le régime sinusoïdal ; les
éléments du modèle doivent être déterminés au fonctionnement nominal (tension, cou

rant) car ils en dépendent.
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Saturation

Figure 9.5 Allure du courant dans une bobine à noyau de fer

Mesures

Pour le modèle linéaire d'une bobine à noyau de fer, on se contente souvent d'un
modèle R-L parallèle que l'on détermine en mesurant la puissance active P, le courant
efficace / et la tension efficace U (voir fiche 7).

Bobine en régime sinusoïdal

1. On désire réaliser une inductance en bobinant N spires sur un circuit magnétique
(voir Fig. 9.1) de section du fer S = 26 cm2 et de longueur de la ligne de champ
« moyenne » t = 50 cm. Le circuit magnétique est supposé non saturé, sans hysté
résis et de perméabilité relative (1r = 1000. La résistance du bobinage et les fuites
de flux sont négligeables.
L'alimentation de la bobine s'effectue sous V = 230 V à/ = 50 Hz. On désire obte
nir une induction maximale 2?Max = 1,4 T dans le fer. On suppose toutes les gran
deurs sinusoïdales.

1.1. Calculer le nombre de spires N.
1.2. Montrer que la loi d'Hopkinson peut aussi s'écrire £Fer = Hp6It. En déduire
l'amplitude (ou valeur maximale) de la force magnétomotrice dans le fer «Fèr Max-
2. La construction n'est pas parfaite et laisse apparaître des entrefers dont la somme
^e<&l. Ceux-ci sont comptés pour une force magnétomotrice d'amplitude
SAir Max = 250 A.
2.1. En déduire l'amplitude de la force magnétomotrice totale £ibtMax> puis les
valeurs maximale et efficace du courant magnétisant im.
22. Evaluer la sommedes entrefers]P e.
3. Soit le schéma équivalent (Fig. 9.6) de la bobine en régime sinusoïdal. La puis
sance absorbée mesurée sous tension nominale est P = 47 W.
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Figure 9.6 Schéma équivalent de la bobine

3.1. Repérer le courant magnétisant
3.2. Exprimer et calculer la réactance puis l'inductance de la bobine.
33. Que modélise la résistance R ? Exprimer et calculer R.
3.4. Exprimer et calculer la valeur efficace I du courant appelé par la bobine.
3.5. Dans le cas d'une réalisation peu soignée, la somme des entrefers est doublée.
Comment varie alors l'inductance de la bobine ? Justifier.

4. Parmi les 5 grandeurs suivantes : i;, i, (p, B(t) et H(t) dites celles qui sont sinu
soïdales et celles qui ne le sont pas dans la réalité. Justifier.

Solution

1.1. Nombre de spires. Par application de la formule de Boucherot, on obtient :

V
N « ^ 285

4,44/Sflwax

1.2. Immédiatement en appliquant le théorème d'Ampère (Ht = Ni), ou en rempla
çant dans la loi d'Hopkinson ÏK et <p par leur expression, on obtient :

t
eFer = <RFer<p = —- x fJiHFeTS = HFeTt

liS

D'où : eMax = HMaxt = BMaxt//x & 557 A

2.1. Présence d'entrefers. Les forces magnétomotrices s'ajoutent :

sTot = eFer -f eAir = Hpat+ #Air £ e (c'est toujours le théorème d'Ampère)

D'OÙ : STot Max = SFer Max + «Air Max ^ 807 A

Les valeurs maximale et efficace du courant magnétisant sont données par la défini
tion de la force magnétomotrice : fijot = Nim

D'où : /m Max = « 2,83 A et 7m = 7m Eff = —y=- « 2A

2.2. Le flux étant conservatif et en supposant la section S constante dans les entrefers

(2>«€),ona:

E^Air Max A^O^Air Max _ n „„
e = = — « 0,22 mm

«Air Max OMax
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On constate qu'une très faible longueur d'entrefer est responsable d'environ 30 % de
l'appel de courant.
3.1. Courant magnétisant. C'est le courant i\ qui traverse L. D'où :

/, = 7m * 2 A

3.2. Réactance et inductance de la bobine. On a :

X = — % 115 Q =* L = - % 365 mH
I\ û)

On peut aussi calculer l'inductance par la relation :

N2
L = —— * 365 mH

9vTot

avec 9W = ^Fer + ^Air = —= + -^ %2'22 •105 H-1 et W%285
3.3. Résistance R. Elle modélise les « pertes fer ». C'est le seul élément du schéma
équivalent qui absorbe la puissance active, d'où :

R = V2/P* 1,13 kQ

3.4. Valeur efficace du courant appelé par la bobine. Les courants i'i et 12 sont en qua
drature (i'i est la composante réactive de /* et ij sa composante active), d'où :

/ = yjtf + Iî%2,02 A avec I2 = V/R = P/V* 0,2 A
3.5. Si la somme des entrefers J2e est doubléealors la force magnétomotrice due aux
entrefers est aussi doublée (eAir Max % 500A), ce qui augmente la force magnétomo
trice totale (e-Tot Max % 1057A), le courant magnétisant (I\ % 2,63 A), et finalement
diminue l'inductance (L «s 279 mH).
On peut aussi raisonnersur la réluctance : Si la sommedes entrefers Y, e est doublée,
alors la réluctance dueauxentrefers est aussi doublée (DW % 1,37• 105 H-1), ce qui
augmente la réluctance totale (fK-rot %2,9 • 105 H-1), et finalement diminue l'induc
tance (L ^ 279 mH).
4. Grandeurs sinusoïdales et non-sinusoïdales.

- La tension v est sinusoïdale car imposée par le réseau.
- Le flux <p est sinusoïdal car v = Ndcp/dt, soit en complexe : V_ = }a)N&.
- L'induction magnétique B(t) est sinusoïdale car <p = BS.
- L'excitation magnétique HFer(t) n'est pas sinusoïdale car B —f(HFa) n'est pas

linéaire.

- Le courant i n'est pas sinusoïdal car e-rot = Ni] = H{eTt + H^\T X)e et HFeT(t) n'est
pas sinusoïdal.

/
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Fonction
de transfert -

Diagramme de Bode

Objectifs : Analyser le comportement d'un circuit électrique linéaire décrit par sa fonc
tion de transfert ; tracer son module et son déphasage en utilisant des échelles linéaire-
linéaire ou linéaire-logarithmique (diagramme de Bode).

I À savoir
Soit un circuit électrique linéaire (voir fiche 1) où une grandeur (tension ou courant)
désignée comme « sortie » et notée s = s(t) dépend d'une seule autre grandeur (tension
ou courant) désignée comme « entrée » et notée e = e(t). Pour connaître son compor
tement en fréquence, on étudie le circuit en régime sinusoïdal en associant le nombre
complexe E_ = [E ; oce] = EeiCtE à lagrandeur sinusoïdale e(t) = Ey/ïcos (cot + cce)
et le nombre complexe S = [5 ; as] = Se-*"5 à la grandeur sinusoïdale
s(t) = Sy/2cos(ù)t+as) (Fig. 10.1).

e=e(f)
Circuit

linéaire

s=s(t) Fonction de
transfert :

T

Figure 10.1 Circuit linéaire - Fonction de transfert complexe

• Fonction de transfert (F.T.) complexe, ou F.T. isochrone, ou transmittance
complexe T (voir Fig. 10.1)

C'est le rapport des représentants complexes de deux grandeurs (tensions et/ou cou
rants en électricité) sinusoïdales synchrones et de même fréquence.

*-!-
'S

— ;as-aE
E

ç
— _p.}(<XS-CtE)

• Module T de la F.T. complexe T

T= \T\ = -= Sm
£• ^Max

avec SMax = Sy/l et #Max = £\/2
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• Déphasage (f de la F.T. complexe T

(p est le déphasage entre s(t) et e(t), s(t) en avance de phase par rapport à e(t) si <p
positif ; il s'exprime en radians (rad) ou degrés (°).

<p = ArgT = as-aE (modulo 27r)

avec —n < (p ^ n selon la recommandation de l'I.E.C (voir fiche 2).

• Gain G de la F.T. complexe T (lg ou log10 désigne le logarithme décimal)

en décibels (dB) tel que 1 B = 10 dB, B étant le symbole du belG = 201g|Z|

Remarque : La formule G = 201g|7| est valable uniquement pour des
i grandeurs telles que Ps/Pe = S2/E2 où Ps et Pe sont respectivement |
i les puissances des signaux s(t) et e(t). Le gain en puissance s'exprime
| par GP = 101g7p où 7> = Ps/Pe- /\

• Fréquences de coupures à - 3 dB (Fig. 10.2)

Les fréquences de coupures dites à —3 dB sont celles pour lesquelles le gain G est
inférieur à sa valeur maximale de pratiquement 3 dB. Plus exactement, les fréquences
de coupures dites à —3 dB sont les fréquences pour lesquelles le module T est égal au
module maximal divisé parV2, cequi correspond à la puissance maximale du signal
divisée par 2.

(dB) f G

3dB-~ 201g
li_lMax

V2
rMax -3dB

Figure 10.2 Fréquences de coupures basse/l et haute/h à - 3 dB
Bande passante à - 3 dB : BP = /h —A

• Bande passante (voir Fig. 10.2)

On définit généralement la bande passante à —3 dB, comme le domaine des fré
quences pour lesquelles le gain reste supérieur au gain maximal moins 3 dB.

• Octave - Décade

Une octave (terme musical) est l'intervalle entre deux fréquences fj et f\ tel que
fi —2/i, et une décade est l'intervalle entre deux fréquences fi et/j tel que/2 = 10/i
(Fig. 10.3).
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0,1 0,2

! octave.
h—+\

0,5
—r—

10
H—

oc/avej ocfavej i octave
*—*4-«—+* \*—+•

j j décadedécade

décade

M

Figure 10.3 Octaves et décades (échelle log10)

• Tracé du comportement en fréquence

On trace :

- le module T (échelle linéaire) de la F.T.complexe en fonction de la fréquence ou
de la pulsation (échelle linéaire), et

- le déphasage <p (échelle linéaire) de la F.T. complexe en fonction de la fréquen
ce ou de la pulsation (échelle linéaire).

• Diagramme de Bode

On trace :

- le gain G (échelle linéaire) de la F.T. complexe en fonction du logarithme déci
mal de la fréquence ou de la pulsation (échelle logarithmique), et

- le déphasage <p (échelle linéaire) de la F.T. complexe en fonction du logarithme
décimal de la fréquence ou de la pulsation (échelle logarithmique).

• Pulsation réduite - Fréquence réduite

Où f
X zzz —

(00 h
avec ù) = 27T/

• F.T. d'ordre n

Toute F.T. complexe d'ordre n (degré du dénominateur) peut s'écrire comme le pro
duit de F.T. élémentaires du 1eret/ou 2e ordre. La F.T. peut se déduire de l'équation
différentielle (voir fiche 1).

T =
bp + bijx+ b2(jx)2 + ... + bm (ix)m
a0 + a\)x -f- a2(j*)2 + •••+ an(jx)n

Il est utile de connaître quelques écritures habituelles de F.T. élémentaires du 1eret du

2e ordre, et les diagrammes de Bode correspondants, afin d'identifier rapidement le
type : passe-bas (LP : low-pass), passe-haut (HP : high-pass), passe-bande (BP : band-
pass) ou coupe-bande (BC : band-cut), l'ordre (qui caractérise la raideur de la cou
pure) et la ou les fréquences de coupure.
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• F.T. élémentaires du 1er ordre

F.T.passe-bas du 1erordre

Tlpi =
1

1 +J///o

Diagramme de Bode (Fig. 10.4)

GLP1 = -20hVl + (///o)2

<Plpi = - arctan(///0)

Fréquence de coupure à —3 dB :/o

F.T. passe-haut du 1erordre

Thpi =
J///0

1 +J///0

Diagramme de Bode (Fig. 10.5) :

Ghpi = 201g(///0) - 201gVl + (///o)2

^p, = 90° - arctan(///0)

Fréquence de coupure à —3 dB :/o

(dB) f Glpi — asymptotes— courtes
f

Figure 10.4 Passe-bas du 1er ordre

(dB) f Ghpi — asymptotes courbes
fo f

Figure 10.5 Passe-haut du 1er ordre

Y'" Remarque : La F.T. du passe-haut peut s'écrire rHPi =j///o x 7lpi. j
j D'où : |

Ghpi =201g(///0) +Gm et <pHpi =90° +<Plp\ . j
! car |j///ol =f/fo et argO///o) =+90° /:

• F.T. élémentaires du 2e ordre

/o s'appelle la fréquence propre, (ûq la pulsation propre, m le coefficient d'amortisse
ment, et <2o = l/(2m) le coefficient de surtension.

F.T. passe-bas du 2e ordre :

^ l+2mj///0+j2(///o)2
1
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Diagramme de Bode (Fig. 10.6) :
Équation caractéristique :

1-I- 2mx + x2 = 0 avec x = ///o

On distingue trois cas selon la valeur de
l'amortissement m.

1) m> 1. L'équation caractéristique a
deux racines réelles :

/i.2 = /o(m±V^n") et/o = ^/7ï72
1

(dB) f Glp2 — asymptotes— courbes
m<V2/2 x

Tu>2 =
(1 + j///i) x (1 +j///2)

La F.T. peut être décomposée en un produit -180 --
de deux F.T. passe-bas du 1erordre.

2) m = 1. L'équation caractéristique a une
racine double : /0 = f\ = fi

Figure 10.6 Passe-bas du 2e ordre

1
?LP2 =
— (1 +J///0)2

3) m < 1. L'équation caractéristique n'a pas de racine réelle, la F.T. ne peut pas être
décomposée en un produit de deux F.T. passe-bas du 1er ordre. On distingue alors à
nouveau trois cas :

3.1) V2/2 < m < 1. Le gain ne présente pas de maximum et la courbe reste en
dessous des asymptotes.
3.2) m= \/2/2. La courbe du gain est laplus plate possible.
3.3) m< n/2/2. Pour/ = /0Vl - 2m2 le GMax = 201g-

gain présente un maximum :

F.T.passe-haut du 2e ordre :

ÎHP2 =
J2(///o)2

l+2mj///0+j2(///o)2

o\ ÀDiagramme de Bode(Fig. 10.7) : Il se déduit (°)

90

0

1

2mVl —m2

(dB) JLGhp2 — asymptotes courbes

f

de celui du passe-bas du 2e ordre :
- pour le gain, en effectuant une symétrie par

rapport à la droite d'équation/ = /0, et
- pour la phase, en effectuant une translation

de+180°, car:

7k>2=j2(///o)2x7Lp2 Figure 10.7 Passe-haut du 2e ordre

Électricité en 19 fiches : régimes sinusoïdal et non-sinusoïdalm,
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F.T. passe-bande du 2e ordre : (dB) '{ Gbp2 — asymptotes— courbes
m>y[2/2

TbP2 =
2mj///0

l+2mj///0-f-j2(///o)2

1

+20dB/décad& -20 dB/décade

(°) t<PBP2
Diagramme de Bode (Fig. 10.8) : Il se +90

déduit de celui du passe-bas du 2e ordre :
- pour le gain, en ajoutant 201g(2m///n) à
GLP2, et _9Q
- pour la phase, en effectuant une transla
tion de +90°, car :

7bp2 = 2mj///0 x 7lp2

Bande passante à —3 dB : BP = 2m/o = fo/Qo

0"r m>>/2/2

Figure 10.8 Passe-bande du 2e ordre

Il Méthodes

Produit de deux F.T.

SiJ_ == 7zx T\ alors f[<p =

= T2xTl

= <P2+<P\
etG == G2 + Gi

où T = |J_|, <p = ArgJ_, T, = |7jJ, (pi = Arg^, T2 = |72|, ^ = Arg72,
G = 201gr, G, = 201g7/i et G2 = 201g72

• Diagramme de Bode du produit de deux F.T.

Il se trace par l'addition « graphique » des gains d'une part : G = G2 + G\ et des
déphasages d'autre part : <p = ^2 + <P\ •

• Analyse rapide du comportement d'un circuit aux fréquences limites

Aux fréquences limites, on remplace les condensateurs et les bobines soit par un cir
cuit ouvert soit par un court-circuit conformément au tableau (Fig. 10.9). Attention, le
raisonnement porte uniquement sur les modules des impédances complexes.
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Impédance (module) f >0 / —>co

Bobine : Zt = Lo>
ZL^0

<*=>• court-circuit

zL —•oo

•$=>• circuit ouvert

Condensateur : Zc = —
Cco

Zc —•oo

•<=^ circuit ouvert

Zc—>0

<*=> court-circuit

Figure 10.9 Impédances (modules) aux fréquences limites

III Mesures

Pour relever le comportement en fréquence d'un circuit :
-On attaque le circuit par un signal (une tension le plus souvent) sinusoïdal

e(t) = E*j2cos(27tft +of£) à l'aide d'un générateur qui permet de régler la
valeur efficace E oula valeur maximale Ey/Ï. et la fréquence/.

- Pour chaque fréquence/souhaitée, d'une part on mesure la valeur efficace S ou
la valeur maximale S<Jl de s(t) = sV2cos(2nft -t-ofj) pour en déduire le
module T = S/E, et d'autre part on mesure le déphasage <p = as —«£.

Certains multimètres permettent d'effectuer une mesure en dB par rapport à une réfé
rence, généralement une tension de 0,775 V (l'unité est alors le dBu) ou de 1 V (l'uni
té est alors le dBV). On obtient ainsi directement le gain de la F.T. par une simple sous
traction :

G=201g^ =201gC/s - 201gt/E =LUs/Um - LUe/Um
Où Lijs/um est le niveau (level) de la tension Us en décibels par rapport à la tension
de référence Ur£{, et LuE/tjm est le niveau (level) de la tension Up en décibels par rap
port à la même tension de référence.

Mise en cascade

de deux filtres passe-bas

Soit la mise en cascade de deux filtres passe-bas du 1erordre (Fig. 10.10).

Bx
U

-<—

n>

Ci
Si e2=Si

Q>

Figure 10.10 Mise en cascade de deux filtres passe-bas du 1er ordre
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1. Exprimer la F.T. complexe, son gain et son déphasage.
2. Tracer les asymptotesde son diagrammede Bode pour RiCi = 10 R2C2.

Solution

1. F.T. réalisée. Les deux étages sont indépendants. D'où :

S S Si
T = - = — x = = 72x7ï
- E E2 E — —

D'où : T = T2xTi =

avec f\ =

1

(1 + )T2(i)) X (1 + ]X\(û)

1 . 1

1 1

I+J///2 I+J///1

n = R\C\ = \/co\

x2 = R2C2 = l/û>2

lOlogtl+^ûj)2]

fi =
2nx\ 7 •"• 2;rr2

G = G2 + Gi = -10 log[l + (t2ù>)2]
cp = 02 -f- <t>\ = —arctanfoû)) —arctan(T|û>)

U2 =

2. Asymptotes du diagramme de Bode. Les gains et les phases s'ajoutent. En consé
quence, on effectue la somme graphique des asymptotes des deux 1er ordre avec
R\C\ = 10R2C2,soit/2 = 10/i (Fig. 10.11). Sur cette figure, les asymptotes des deux
1er ordre pris séparément (pointillés) sont volontairement décalées vers le haut pour
mettre en évidence la construction.

asymptotes
deGiet fa

asymptotes
deGzetfa

asymptotes
deGetcp

Figure 10.11 Deux passe-bas du 1er ordre en cascade
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m p. il Valeurs moyenne
et efficace -

Facteurs de crête,
de forme, d'ondulation

Objectifs : Calculer et mesurer les valeurs moyenne et efficace d'une grandeur en régi
me périodique permanent.

I À savoir
• Régime périodique

Un circuit électrique est en régime périodique quand tensions et courants sont des
fonctions périodiques du temps. Le régime périodique est un régime établi (perma
nent) obtenu quand tensions et courants sont devenus périodiques.

• Signal périodique

Un signal périodique (tension ou courant en électricité) se reproduit à l'identique au
cours du temps. Son diagramme temporel est une suite de motifs identiques. La pério
de T d'un signal périodique est la plus petite durée entre deux instants où le signal se
reproduit à l'identique :

V/, s(t + kT) = s(t) avec k e Z

Fréquence/et pulsation co :

(Unités: 1 Hz = 1 s-1), û) = 2nf (Unités : 1 rad/s = 1 rad x 1 Hz)

• Valeur moyenne

La valeur moyenne ^Moy d'un signal périodique s(t) de période T est

1 /"<+r
Suoy = {s(t)) = - / s(t)dt
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Remarques :

- La valeur moyenne d'une somme est égale à la somme des valeurs
moyennes :

(*i + *2> = (s\) + (s2) = 5|Moy + S2Moy (linéarité de l'intégrale)

- La valeur moyenne d'un courant périodique est égale à la valeur d'un
courant continu fictif qui transporterait la même quantité d'électricité
(même charge déplacée) pendant une période.

AtfDéplacée -f
Jo

idt *Moy —
A^Dépla

T i jo

• Valeur efficace

La valeur efficace Seat d'un signal périodique s(t) de période Test donnée par

T Jo
idt

sL = (s2(t)) - J_ f'i+T s2(t)dt

Remarques :

- Attention, la valeur efficace d'une somme est, en général, différente de
la somme des valeurs efficaces. On a :

{{s\ + s2)2) = {s2) + 2{Sis2) + (s2) = S2Eff + 2{Sis2) + 522Eff

- À la place du qualificatif « efficace »,on utilise souvent l'abréviation
anglo-saxonne « r.m.s. » qui signifie « root mean square » et qui se
traduit littéralement par « racine de la moyenne du carré ».

- La valeur efficace d'un courant périodique est égale à la valeur d'un
courant continu fictif qui produirait la même quantité de chaleur
(même énergie apportée) dans une même résistance et pendant une
période.

A WApportée
AWApportée

JO

Ri2dt l2tcrr —
RT -U,:

p _ AWApportée _ ^2
Eff

• Signal alternatif

Un signal périodique est dit alternatif si sa valeur moyenne est nulle.

dt
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• Décomposition d'un signal périodique

Tout signal périodique s(t) peut s'écrire comme la somme d'une composante continue
égale à la valeur moyenneSMoy. plus une composante alternative périodique (à valeur
moyenne nulle) sau(0 parfois appelée ondulation.

S(t) = SMoy+*Alt(0

Remarque : Dans ce cas particulier, on a

>Moy((^Moy + ^Alt)2) = Smov + 25Moy(*Ah) + <*Alt>

^Eff —^Moy + ^AltEff

| Et siS\ltEff <$C SjL alors Sek ^ I^Moyl (cas d'un signal quasi-continu).
! /.A

• Inégalités entre valeurs moyenne, efficace et maximale

On a : I^Moyl ^ Ses < |5muI

Il Compléments
• Facteurs de crête, de forme, d'ondulation et d'ondulation crête à crête (Fig. 11.1)

Ils caractérisent le signal.

Facteur de crête
,_ NOlMax
Fc= «^

Facteur de forme
_ Se«

|Swoy|
F2 - 1+jS2

Facteur ou taux d'ondulation
o Sabeh

|SMoy|

Facteur d'ondulation

crête à crête

AS

I^Moyl

Ondulation crête à crête :

AS = SMax — Smïo = Sa» Max ~ SAitMin

Figure 11.1 Facteurs de crête, de forme et d'ondulation

Remarque : Si le signal est continu, F = 1, fi = 0 et ficc = 0. En
conséquence, plus F se rapproche de 1 (ou fi de 0) et plus le signal se rap
proche d'un signal continu.
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• Dipôles linéaires élémentaires (Fig. 11.2)

Relations remarquables en régime périodique

o
c

B
(O

48
DC

"

Vf, uR(t + kT) = uR(t) avec k e Z

Vf, /),(f + kT) = iR{t) avec Jfc e Z

^ftMoy = WflMoy. ^Eff = "feff

PftMoy = fi'flEH = UREt\fR> WR(t-*t+kT) = PRMaykT

*"•*•> 1 1
jT

UR

8
Ë
u
=3

•o

k L^ nrw>
Vf, /L(f + /cT) = //.(f) avec Jt € Z

t^LMoy = 0
<

UL P/.Moy = 0, WL(t-> t+kT) = 0

23
*5
CD

&
O

C

'-§ II
Vf, uc(f + ^7) = uc(t) avec ifc G Z

'cMoy = 0•> Il
4?" •

uc PcMoy = 0, Wc(f^+/rD = 0

Figure 11.2 Dipôles linéaires élémentaires

Méthodes

- L'intervalle de temps pris pour le calcul de la valeur moyenne ou efficace doit être
un nombre entier de périodes : [fi,/i + kT] avec le plus souvent k = 1. Cependant,
des raisons de symétrie peuvent amener à diviser cet intervalle par 2 ou davantage.
Un choix judicieux de t\ permet souvent de simplifier le calcul.

- Pour un calcul approché de la valeur moyenne ou pour des signaux simples (rectan
gulaires, triangles, etc.), on peut remplacer le calcul de l'intégrale par une somme
algébrique d'aires comprises entre la courbe et l'axe des temps ; une aire étant
comptée positivement si la courbe est au-dessus de l'axe et négativement si elle est
en-dessous (Exemple : voir exercice ci-après).

- De même, pour calculer la valeur efficace dans des cas simples, on peut remplacer
le calcul de l'intégrale du carré du signal par une somme algébrique d'aires.

IV Mesures

• Valeur moyenne

La valeur moyenne d'une tension (resp. d'un courant) se mesure avec un voltmètre
(resp. ampèremètre) du type « D.C. : Direct Current » qui signifie « en courant conti
nu ».
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• Valeur efficace

La valeur efficace d'une tension (resp. d'un courant) se mesure avec un voltmètre
(resp. ampèremètre) du type « A.C. : Alternative Current » qui signifie « en courant
alternatif ».

- Certains appareils mesurent la valeur efficace uniquement pour une tension ou un
courant sinusoïdaux.

- D'autres appareils mesurent la valeur efficace de la seule composante alternative
de la tension ou du courant. On les dénomme souvent un peu abusivement volt
mètres ou ampèremètres « r.m.s. : rootmean square ».

- Enfin des appareils mesurent effectivement la valeur efficace de la tension ou du
courant. On les dénomme souvent voltmètres ou ampèremètres « efficaces
vrais » ou « t.r.m.s. : true r.m.s. » pour les distinguer des précédents.

Avant toute mesure, il faut donc bien lire les notices des appareils utilisés.
Dans le cas d'appareils qui mesurent la valeur efficace de la seule composante alter
native, par exemple d'une tension, on effectue la mesure en deux temps :

- mesure de la valeur de la composantecontinue t/oc = ^Moy avec un appareil du
type « D.C. »,

- mesure de la valeur efficace de la composante alternative Uaceïï = ^AitEff avec
un appareil du type « A.C. ».

On calcule ensuite la valeur efficace parlarelation (voir le paragraphe « À savoir ») :

2 .r/2UEff =y/Û]DC + ^ACEff Car "O = ^DC + "AC(0

Remarque : La plupart des appareils utilisés sont des multimètres j
capables de mesurer différentes grandeurs : tension DC/AC, intensité j
DC/AC, résistance, fréquence, etc. Les caractéristiques et limites de l'ap
pareil doivent être connues : précision en fonction du calibre, impédance j
(selon la fonction : voltmètre, ampèremètre, etc.), bande passante (une j
bande passante limitée par rapport au spectre du signal fausse la mesure !
de la valeur efficace), facteur de crête, etc.

Grandeurs périodiques

Soient les chronogrammes de grandeurs périodiques (Fig-11.3). Pour chacune de ces
grandeurs :
1. Calculer sa valeur moyenne.
2. Calculer sa valeur efficace.

3. En déduire la valeur efficace de son ondulation (composante alternative).
4. Déterminer son ondulation crête à crête.

5. Calculer son facteur de forme, son taux d'ondulation et son facteur d'ondulation
crête à crête.
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Figure 11.3 Grandeurs périodiques - Chronogrammes

Solution

1. Valeurs moyennes. A partir du graphique, on somme algébriquement les aires

UMoy = (m) = j(aTUH -f (1 - a)TUB) = aUH + (1 - a)UB

=^x30-i x30= 18 V

^Moy = (') =icy ,-, 2

2. Valeurs efficaces. La grandeur u2 étantconstante, on a :

^Iff = <"2> = ^h =>• ^Eff= (/H = 30V
Equations du courant i :

i = 500 f -h 4 pour 0 ^ / < 4 ms et i = -2000/ + 14 pour 4 ms ^ t ^ 5 ms

D'où:

^Max + /ML
= 5A

^={i2) =fjoTi2àt
i p4 ms 1 /*

= c / (500/ + 4)2d' + c /5 ms Jo 5 ms Xt

g Tout calcul fait, on obtient

/Eff % 5,03 A

(-2000f + 14)2d/
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3. Valeurs efficaces des ondulations.

^AitEff =JUht-Ul^ =24 Vet /AhEff =yjlh-lLy « 0,58 A
4. Ondulations crête à crête.

AU = Un-UB = 60 V et A/ = /Max - /Min = 2 A

5. Facteurs de forme, taux d'ondulation et facteurs d'ondulation crête à crête.

Fv =

Fi =

I^Moyl

I^Moyl

1,67

1,007

fiu =
^AltEff

I^Moyl

AutEff ^
I^Moyl

A =

1,33

0,12

/?cc,u —

/?CC,I =

AU

I^Moyl

A/

I^Moyl

3,33

0,4

Pont de Graetz monophasé
Dimensionnement

d'une inductance de lissage

Soit le schéma (Fig. 11.4). La tension d'entrée s'écrit : ke = #emî«cos0 où $ = cuit,
^EMax = 24^/2 V, o;i = 27r/i et/i = 50Hz. Les diodes sont supposées parfaites et
R —10 Cl. La tension ws(0) est représentée (Fig.l 1.5).

_>—

Figure 11.4 Redressement double alternance en pont

+ U,SMax •»

Ch,th
Dz,DA

Figure 11.5 Redressement double alternance - Tension us

0 = Û),f

conductrices bloquées

bloquées conductrices
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1. Exprimer et calculer la valeurmoyenne de la tension «s-
2. Exprimeret calculer la valeurefficacede la tensionus.
3. Exprimeret calculer les facteurs de forme F, d'ondulation fi, d'ondulationcrêteà
crête ficc et de crête Fq de la tension «s-
4. Exprimer et calculer la valeur moyenne de la tension ur.
5. Exprimer et calculer la valeur moyenne du courant ï"s-

En première approximationon admet que la tension «s s'écrit (début du développe
ment en série de Fourier de «s) :

«s = Uso + «si avec f/So = et «si = —z cos (26)
Tt Dit

Cela permet d'écrire que le courant i"s est la somme is = ho + *si conformément au
principe de linéarité (Fig. 11.6).

Figure 11.6 Principe de linéarité

Dans ces conditions :

6. Pour la composante continue : Simplifier le schéma équivalent. Que représente
/so ? Montrer qu'on retrouve le calcul précédent.
7. Pour la composante alternative : Quelleest la pulsation de «si ? Exprimer /si. en
fonction de E/si- En déduire l'expression du courant i'si-
8. En déduire l'expression du courant is-
9. Exprimer le taux d'ondulation fii —/s AitEff/^SMoy où /s AitEff est la valeur effi
cace de la composante alternative de i's- Que devient l'expression du taux d'ondula
tionsi R2 <K (2Lq>\)2 ?Endéduire une formule pour choisir l'inductance de lissage.
Calculer L pour un taux d'ondulation d'environ 5 %.
10. En déduire les expressions des courants is et /si en fonction du taux d'ondula
tion fi[.
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Solution

1. Valeur moyenne de la tension ws. On travaille avec la variable 0 = uj\t sur une
période [—7r/2 ; 7r/2] :

r/2
f/sMoy =- f USMaxcosedO =^^L[sin OfJ*

* J-n/2 TT "f2

TV ^ n 2f/SMax^r, 2x24xV2
D'OU : t/sMoy = =>> f/sMoy = % 21,6 V

7T 7T

2. Valeur efficace de la tension «s-

1 r*l2 rj2 t71/2
tfs2Efr = ~ / ^Max cos 20d0 = -5M« / (1 + cos (20))d0

* ^-tt/2 27T 7-^/2

r2 r i -p/2
C Mo. I _ 1 . I

l-jr/2

r/2 ri -ijt/2

t>., v Tt ^SMax , ,, 24V2
D'où : Useïï = —:=- =>• USe« = —f- = 24 V

V2 V2

rz j
p' Remarque : Les fonctions | cos0| et cos0 ontmême valeur efficace. /:.\

3. Facteurs de forme F, d'ondulation fi, d'ondulation crête à crête ficc et de crête Fc
de la tension «s-

Us EfTF = —^- = —= « 1,11 ==• 0 = VF2 - 1= ,/— - 1« 48,3 %70

I^SMoyl 2-v/2 ' V 8

fc = T77 r = «%1.57 et Fc = — = V2«1,41
|t/SMoyl ^ t/SEff

4. Valeur moyenne de la tension ur. La loi des mailles permet d'écrire :

"s = ul + "rt => f/sMoy = f/£,Moy + ^iîMoy (linéarité de l'intégrale)

Or, en régime périodique :

iL(t + kT) = iL(t) =• ULMoy = 0

D'OÙ : UrMoy = ^SMoy = 2USMax/* «21,6 V

5. Valeur moyenne du courant is. La loi d'Ohm permet d'écrire :

Ur Us-Ui URMoy #SMoy
lS~~R- ~~R~ => /SMoy " ~R~ = ~R~
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*>
fn» > i 2(/sMax ^ « ., .D'où : /sMoy = ^— % 2,16 A

6. Courant /so- L'inductance se comporte comme un court-circuit pour le continu,
d'où:

/so = = — % 2,16 A (/so est la composante continue de is)
R TtR

7. h\_ en fonction de Us\ et expression du courant /'si. La tension «si étant sinusoï
dale de pulsation 2a>\ , on peut écrire en notation complexe :

Us\ Us\ -, 2Lo)\
/si = ==F = pjy avec é = —arctan
— R+ 2iLcol ^R2 + (2Lœl)2 R

D'où : /si = 4t/SMax œs (20 +^
3^-y/?2 + (2Lo>,)2

8. Expression du courant /'s. On a /'s = /so + /si» d'où :

2(/S Max / 2/?
1 H — cos (20 + (p)

3y/R2 + (2Lcoi)2

9. Taux d'ondulation et choix de L. Par définition, on a :

/sAltEff /s Alt Max y/2R
Pl = /S Moy /SMoyV2 3y/R2 + (2Lwi)2

/? /?
Si /?^ « (2Lû)i)1 alors #

3V2 x Lwi 26 x L/,

50 mH pour 0/ = 5 %

10. Expressions des courants /'s et /'si en fonction du taux d'ondulation.

/s =̂ ^(l +/*/V2cos (29 +<p)\ =/so +/'si
A , 2UsMax t . 2UsMaxfiiv2
Avec : /so = r— et /si = cos (29 -f 0)

nR nR

D

D'où : L « ——-— =* L % 150 mH pour fii =5%
26 x ft/i

Les exercices proposés sur les fiches suivantes peuvent également servir d'entraîne
ment pour les points traités ici.
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Séries de Fourier -
Analyse spectrale

La théorie des séries de Fourier et l'analyse spectrale qui en résulte sont utilisables
lorsque le circuit électrique, linéaire ou pas, fonctionne en régime périodique (voir
fiche 11). Les développements en séries de Fourier renseignent sur les allures tempo
relles et les spectres des tensions, courants et puissances.
Deux cas particuliers sont fréquemment rencontrés :

- Le circuit électrique est linéaire. Le principe de linéarité permet d'étudier le cir
cuit pour chacune des composantes sinusoïdales pour, au final, en déduire la
grandeur recherchée (voir le paragraphe « Méthodes »).

- La charge est non-linéaire et alimentée à partir du réseau électrique. On peut
alors souvent considérer la tension comme sinusoïdale (voir notamment fiches 14
et 19).

Objectifs : Utiliser le développement en série de Fourier d'un signal réel (tension ou cou
rant en électricité), le régime étant périodique (permanent). Interpréter les représenta
tions d'un signal réel sous différentes formes : temporelle, spectrale et mathématique. Le
calcul des coefficients de Fourier et leurs relations sont traités dans la fiche suivante.

I À savoir
• Théorème fondamental

Un signal périodique s de période T, fonction à valeurs réelles du temps satisfaisant
les conditions dites de Dirichlet, est développable en une série de Fourier trigonomé-
trique ou complexe. En particulier, en tout point t oùs est continu, s(t) peut s'écrire :

co

s(t) = ao + y^[tf/i cos (nœt) + bn sin (ncot)]
71= 1

CO +00

= a0 + ]T An cos (nœt +an)= ]T c„eina)t
n=l n=-oo

ao,a„,bn eK
avec \ An e R+,a„ e

€C

Ia0,t

An
c„ <
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Cela signifie qu'un signal périodique s(t) developpable en série de Fourier est la
somme :

- d'une composante « continue » (valeur constante) égale à sa valeur moyenne :
So = a0, et

- d'une infinité de composantes sinusoïdales, appelées « harmoniques », de fré
quences l/T,2/T, ...,n/T, ... : sn(t) = An cos (na)t + an) où An est l'ampli
tude et an la phase initiale.

La composante de rang n : s„(t) est appelée « harmonique de rang « ». La compo
sante de même fréquence/ = \/T que le signal est appelée « fondamental » de pré
férence à « harmonique 1 ». L'harmonique 2 a une fréquence deux fois plus grande, et
l'harmonique n (de rang n) est une composante sinusoïdale de fréquence n fois plus
élevée que celle du signal.

w = 2nf Unités : 1 rad/s = 1 rad x 1 Hz / =
1

Unités : 1 Hz = 1 s"1

Remarques :

-Les fréquences négatives : —l/T, —2/7, ..., —n/T, ... apparaissent
en plus dans l'écriture en exponentielle complexe.

- Les conditions de Dirichlet, non détaillées ici, portent sur la continui
té et la dérivation du signal (fonction réelle) et de sa dérivée. En pra
tique, ces conditions sont satisfaites pour les signaux rencontrés en
électricité.

• Changement de variable

Pour simplifier les expressions, on effectue souvent le changement de variable

d0 = (odt0 = oit u)T = 2n et

• Représentations graphiques d'un signal périodique - spectres

On illustre le propos avec l'exemple d'une tension rectangulaire u(t) de période
T = 1 ms, de rapport cyclique y = 1/5, de niveaux 0 et 5 V (Fig. 12.1).

/) Représentation temporelle. Le chronogramme, ou diagramme temporel, renseigne
sur la valeur instantanée du signal (exemple : voir Fig. 12.1).

Le chronogramme d'un signal périodique, de période T, est constitué d'une suite de
motifs identiques de durée T.

2) Représentationsfréquentielles. Le spectre d'amplitude et le spectre de phase ren
seignent sur la répartition du signal en fonction de la fréquence.
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Figure 12.1 Tension rectangulaire de niveaux 0 et 5 V, de rapport cyclique y = 1/5 et
son spectre de raies

Le spectre d'amplitude et le spectre de phase d'un signal périodique, de période T, sont
constitués de raies aux fréquences multiples de 1/7.

Spectre d'amplitude unilatéral

Le spectre d'amplitude unilatéral d'un signal réel périodique est la représentation gra
phique des raies d'amplitudes j40 de la composante continue (valeur moyenne), et A„
des composantes sinusoïdales aux fréquences nf avec n € N* (exemple : voir
Fig. 12.1).

A0 = fol = fol An = y/aJTbï = 2 x \cn\ (ne N*)

; 88 Électricité en 19 fiches : régimes sinusoïdal et non-sinusoïdal



t Remarque : Attention, à la placedu spectre d'amplitude, on rencontre
j aussi lespectre des valeurs efficaces, toutes lesraies étant divisées parV2
i à l'exception de celle de la composante continue. On représente alors :

I A0 =\a0\ =\c0\ An Eff =A„/y/2 (n eN*)

Spectre d'amplitude bilatéral

Le spectre d'amplitude bilatéral d'un signal réel périodique est la représentation gra
phique des raies d'amplitudes |c„| aux fréquences nf avec n e Z (exemple : voir
Fig. 12.1).

kol = A0 = NI k„| =|c_rt| =̂ =̂ Çl (neN*)

#

Attention, le spectre d'amplitude bilatéral d'un signal réel étant pair, on se contente
souvent de représenter la partie relative aux fréquences positives. Il ne faut pas alors
le confondre avec le spectre d'amplitude unilatéral.

Spectre de phase

La représentation fréquentielle du signal serait incomplète si les phases initialesde ses
composantes n'étaient pas précisées : c'est le rôle de ce diagramme. Le spectre de
phase d'un signal réel périodique est la représentation graphique des raies des phases
initiales an des composantes sinusoïdales aux fréquences nf avec neN* pour un
spectreunilatéral ou n e Z pour un spectrebilatéral (exemple : voir Fig. 12.1).

f cosor„ =a„/An
a« = -a-n = arg(c„) = - arg(c_„) ou (ne N*)

[ sine*,, = -bn/An

_ • Valeur efficace

Pour un signal s(t) developpable en série de Fourier, la formule de Bessel-Parseval
donne le carré de la valeur efficace du signal (voir aussi fiche 11) :

1 +oo , +oo +oo

n=l n=l

Ainsi, le carré de la valeur efficace du signal s(t) est la somme du carré de sa valeur
moyenne et des carrés des valeurs efficaces de tous ses harmoniques. Ce qui s'écrit :

+00

^Eff —^0 + 2-^ ^«
n=\

EfT

An
où Ao = \a0\ et An EfT = ~f

V2
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Il Compléments
• Facteurs de forme et d'ondulation (voir aussi fiche 11)

On note : Ao = \ao\

Facteur de forme Facteur ou taux d'ondulation Relation

F2 =Ufi2r Sa \
+00

A)+ 2^t^n Eff
n=1 S/utErt *

+00

/ , Aï Eff
n=1

I^Moyl A> I^Moyl Ao

• Taux de distorsion harmonique

Noté THD (total harmonie distortion), il sert à chiffrer la déformation d'un signal qui
devrait être sinusoïdal. Comprisentre 0 et l'infini, c'est le rapport de la valeur effica
ce du signal privé de sa composante continue (valeur moyenne) et de son fondamen
tal sur la valeur efficace du fondamental.

THD =
\

+00

Z_,A.n Eff
n=2 Y^2 Eff + ^3 Eff + •••+ An Eff + . ..
^1 Eff ^1 Eff

Ainsi défini, si le signal est sinusoïdal, le THD est nul.On définit aussi le tauxde dis
torsion de l'harmonique n par :

dn =
An Eff

THD =

• Remarques sur les représentations fréquentielles

- Le signal temporel étantune fonction réelle, le signal fréquentiel correspondant
possède une partie réelle et un module pairs, unepartie imaginaire et une phase
impaires. On a alors :

_ ( |C-B| = M
C-n = Cn «=> {

larg(c_n) = -arg(c„)

- On peutaussireprésenter un signal par sa partieréelleet sa partie imaginaire en
fonction de la fréquence, maiscette représentation est moinsfacile à interpréter.

SO. Électricité en 19 fiches : régimes sinusoïdal et non-sinusoïdal
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-Un signal est complètement caractérisé par son spectre d'amplitude et son
spectre de phase.

- Le spectre d'amplitude est indépendant de l'origine des temps choisie contraire
ment au spectre de phase.

III Méthodes

* Circuit électrique linéaire excité par une grandeur périodique

Dans le cas d'un circuit électrique linéaire, si une grandeur (tension ou courant) dési
gnée comme signal de « sortie » noté s = s(t), dépend d'une seule autre grandeur
(tension ou courant) désignée comme signal d'« entrée » noté e = e(t), alors s = s(t)
et e = e(t) sont reliés par une équation différentielle à coefficients constants (voir
fiche 1).

Une fois le régime périodique établi pour un signal d'entrée e(t) périodique défini par
morceaux, le signal de sortie s(t) est composé d'une succession de régimes transi
toires déterminés chacun par l'équation différentielle linéaire à coefficients constants
pour un morceau donné de e(t).

- Une première méthode consiste bien sûr à résoudre cette équation pour chacun
des morceaux de e(t) en reliant les solutions les unes aux autres compte tenu du
caractère périodique des signaux.

- Une deuxième méthode consiste à utiliser d'une part le principe de linéarité (voir
fiche 1) et d'autre part les possibilités offertes par le calcul sur les nombres com
plexes en régime sinusoïdal. Cette méthode présente l'avantage de fournir en
plus les spectres des signaux, mais elle nécessite souvent la prise en compte de
nombreux harmoniques et, en conséquence, le recours à un calculateur.

Résumé de la méthode (Fig. 12.2). Pourun nombre d'harmoniques
M suffisant à une bonne approximation des signaux :

1) Déterminer le développement en série de Fourier du signal d'entrée,
somme de sa composante continue et de ses composantes sinusoï
dales.

M

e(t) —Eq + ^ en(0 où en(t) = En Max cos (nœt +an)
n=\

2) Etudier la réponse du circuit à chacune des composantes du signal
d'entrée.

circuit

E0 > So et
circuit

en(t) • Sn(t) = Sn Max COS (ncot + fin)
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Pratiquement, on détermine la transmittance complexe 7 = 7e^
entre l'entrée et la sortie, puis, pour chacune des composantes, on
calcule :

Sn = T(nû)) XEn {Sn = Sn Max/^/2
avec \

fin = <p(nco) + an \En-En Max/v2
où En = [En ; or„] = Ene'ia" est le nombre complexe associé à en(t),

Sn — Z. x ^n

Sn_ = [Sn ; fin] = Sn^n est le nombre complexe associé à s„(t).

3) Ajouter les réponses trouvées au point précédent.
M

S(t) = So + Yï, ^ Max COS (nû)t + fin)
rt=l

•(t)

31

Domaine temporel
Circuit linéaire

Equationdifférentielle
à coefficients constants

-H «® !

\e(t)=E0 +JiEnMaxcos(n(ût+an) s(0=So +SS"MaxCOS(A7COf+&) i i

De/7=0 à M

I =Eja»

Domaine fréquentiel

Fonction de transfert.

7 =sjp"

Figure 12.2 Circuit linéaire excité par un signal d'entrée périodique

Exemples

- Redressement monophasé double alternance en pont avec lissage du
courant de sortie (voir fiche 11, exercice « Pont de Graetz monopha
sé »). On remarquera que le développement en série de Fourier a été
limité au premier harmonique, ce qui est suffisant pour déterminer
l'inductance de lissage.

- Filtre passe bas du 1er ordre (voir exercice ci-dessous).
- Redresseur non-commandé (voir exercice ci-dessous).

j|2 Électricité en 19 fiches : régimes sinusoïdal et non-sinusoïdal
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IV Mesures

• Taux de distorsion harmonique

Le calcul du THD s'effectue simplement à partir des mesures de la valeur efficace de
la composante alternative Sakeet du signal s(t) et de la valeur efficace de son fonda
mental Ai Eff. En effet, à partir de la définition du THD (voir le paragraphe
« Compléments ») on peut écrire :

THD =

+00

£j «Eff /c2 _A2_A2 /rt I
«=2 y°Eff ^0 ^1 Eff Y^AltEff A2n\ Eff ^Alt Eff

^1 Eff
-1

n Eff Ll Eff

• Analyseur de spectre analogique.

Plusieurs principes sont envisageables pour
sélectionner l'amplitude du signal en fonc
tion de la fréquence.

-Une batterie de filtres passe-bande
localisés dans la bande de fréquence à
explorer (Fig. 12.3). Ce type d'analy
seur est utilisé dans le domaine audio

et quelques applications spécifiques.
- Un filtre passe-bande dont la fréquen

ce centrale balaie la bande de fré

quence à explorer (Fig. 12.4).
- Un déplacement progressif du spectre

du signal devant un filtre passe-bande
dont la fréquence centrale est fixe
(Fig. 12.5). Plutôt que de balayer le
spectre du signal par un filtre, on
« passe » le spectre devant le filtre
fixe. Ce type d'analyseur est utilisé
pour les très hautes fréquences jus
qu'à plusieurs dizaines de GHz.

Principaux réglages à opérer : fréquence
centrale et étendue (span) du spectre à
observer, résolution (largeur de la bande
passante du filtre), atténuation d'entrée, etc.

I Eff

f Amplitude

Batterie de filtres

Figure 12.3 Batterie de filtres

I Amplitude
A—*•

Balayage du
spectre par

le filtre

f
-•

Figure 12.4 Balayage du spectre

4Amplitude Filtre fixe

Déplacement
j*—>• du spectre

devant le filtre

f

Figure 12.5 Déplacement du spectre
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• Unités

Les analyseurs de spectres expriment les amplitudes (ou les valeurs efficaces) avec dif
férentes unités en fonction du type de mesure, et offrent parfois le choix à l'utilisateur.
Les unités les plus fréquemment rencontrées sont le volt, le dBV, le dBu et le dBm.

- Le niveau de la tension u = u(t), exprimé en décibels par rapport à une tension
de référence de 1 V (dBV), est défini par :

(v)lLu/1v = 201g^ = 201g|«(V)
(V)

(Unité : dBV)

- Le niveau de la tension u = u(t), exprimé en décibels par rapport à une tension

de référence de X/Ô^6 V %0,775 V (dBu), est défini par :

,ni. Kv)
.M/V^v =201g-/Û=(V)

201g
'(V)l

0,775(V)
(Unité : dBu)

Remarque : En téléphonie, l'impédance de référence a été historique
ment définie comme étant une résistance pure de 600 Cl en Europe
(900 Cl aux USA), qui correspond grossièrement à l'impédance moyenne
d'une ligne d'abonné dans la bande de fréquence allant de 300 Hz à
3 400Hz. Pour une puissance de référence de 1 mW, on obtient alors une

tension efficace de référence de VÔ^6 V « 0,775 V ; d'où la définition
du dBu.

£ï.

- Le niveau de la puissance p = p(t), exprimé en décibels par rapport à une puis
sance de référence de 1 mW (dBm), est défini par :

L,/lBW =lOlg^i =lOlg^l =101g|p(mw)|
10(W) (mW)

(Unité : dBm)

Remarque : Attention, l'analyseur mesurant une tension, l'affichage en
dBm sous-entend qu'il s'agit de la puissance en entrée de l'analyseur
compte tenu de sa résistanced'entrée (50 Cl, 75 Cl, 600 Cl, etc.). Cela n'a
de signification que pour un domaine particulier : hautes fréquences, télé
phonie, etc. où l'impédance de référence est normalisée ; autrement il faut
convertir (exemples Fig. 12.6).
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#
u f-u/1/tv l-u/\V Lu/Jb~$v

sur R = 50 Cl

Lp/l raW
sur R = 600 Cl

10V 140dBuV 20 dBV 22,22 dBu 33,01 dBm 22,22 dBm

1 V 120dBuV OdBV 2,22 dBu 13,01 dBm 2,22 dBm

100 mV 100dBuV -20 dBV -17,78 dBu - 6,99 dBm -17,78 dBm

10 mV 80 dBuV -40 dBV -37,78 dBu -26,99 dBm - 37,78 dBm

1 mV 60 dBuV -60 dBV -57,78 dBu -46,99 dBm -57,78 dBm

1 uV OdBnV -120 dBV -117,78 dBu -106,99 dBm -117,78 dBm

7,071 V 136,99 dBuV 16,99 dBV 19,21 dBu 30 dBm 19,21 dBm

2,236 V 126,99 dBuV 6,99 dBV 9,21 dBu 20 dBm 9,21 dBm

0,707 V 116,99 dBuV - 3,01 dBV -0,79 dBu 10 dBm - 0,79 dBm

0,224 V 106,99 dBuV -13,01 dBV -10,79 dBu OdBm -10,79 dBm

7,746 V 137,78 dBuV 17,78 dBV 20 dBu 30,79 dBm 20 dBm

2,449 V 127,78 dBuV 7,78 dBV 10 dBu 20,79 dBm 10 dBm

0,775 V 117,79dBuV -2,22 dBV OdBu 10,79 dBm 0 dBm

0,245 V 107,78 dBuV -12,22 dBV -10 dBu 0,79 dBm -10 dBm

Figure 12.6 Exemples de correspondances entre unités

Relation entre dBm et dBV. Soit u la tension aux bornes d'une résistance Ro, la
puissance dissipée estp = u2/Rq. D'où :

Lp/\mW = Luf\y —101g
fin

1000
£/>Moy/lmW = LUm/w- 101g *0

1000

Ro = 600 Cl => Lp/\ mw % Lu/\ v + 2,22
Ro = 50 Cl ^^> Lp/\ mw ^ Lu/\ v -f-13,1

Relation entre dBm et dBu. Soit u la tension aux bornes d'une résistance Ro, la
puissance dissipée est p = u2/Rq. D'où :

600
Lp/lmW = £u/7oT6v - 10IS

Rc
LpMoï/\mw = ^c/Eff/Vô^v _ 101g6Ôô

Ro = 600 Cl => Lp/\ mW = Lu/jQ^y,
Ro = 50 Cl =>• Lp/imw %£u/vô6v + 10,79

Relation entre dBu et dBV.

Lu/Jô*\ % Lu/i v + 2,22
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• Analyseur de spectre numérique

Dans le domaine des basses et très basses fréquences, la plupart des analyseurs de
spectre sont des oscilloscopes numériquesou systèmes d'acquisition munis d'un algo
rithme de calcul, la transformation de Fourier rapide, en anglais FFT (Fast Fourier
Transform).
Mais attention, l'image du spectre présentée par l'analyseur FFT peut être fausse si la
fréquence d'échantillonnage est incorrectement choisie. En effet, l'échantillonnage à
la fréquence/e = 1/7e d'un signal s(t) « périodise» le spectre du signal échantillon
né par l'analyseur. Ainsi, le spectrecalculé par l'analyseur est le spectre du signal s(t)
(y compris les fréquences négatives) auquel s'ajoutent des répliques de ce dernier
décalées de £/e avec k € Z (Cas 1 - Fig. 12.7). Bien sûr l'analyseur est conçu pour ne
montrer que la partie correspondant au spectre du signal s(t) d'origine (fenêtre de
visualisation), à condition que la fréquence d'échantillonnage soit correctement choi
sie. Si la fréquence maximale/Max i du signal est inférieure à la moitié de la fréquen
ce d'échantillonnage/e/2 alors le spectre visualisé est le bon (Cas 1 - Fig. 12.7), mais
si/Max 2 est supérieur à/E/2 alors le spectre visualisé n'est plus le bon. Sur l'exemple
présenté (Cas 2 - Fig. 12.7), les raies du signal (repère 0-f- pour 0/e + /Min à
0/e + /Max) sont en dehors de la fenêtre de visualisation ; par contre, on y trouve la
réplique (1—) sans information pertinente sur les fréquences. Pire, les spectres du
signal et d'une réplique peuvent se mélanger (imaginer un cas intermédiaire entre les
deux proposés) et brouiller totalement le spectre résultant.

Cas 1 :

Correct (o-)

f <±'Maxl ^ p

' 'Amplitude
• -Fenêtre de visualisation

(0+) (1-) (1+)

"4/2 -/mux1 -^Minl 0 faim faaxl 4/2 <e _ faaxl h 4+ ^Max1
}Amplitude

Cas 2 :

Incorrect

-fg/2 -f£+ fuaa 0 /E - fume fe/2. fu^a h 2fE- faax2

Figure 12.7 Choix de la fréquence d'échantillonnage

Pour éviter des mesures et interprétations incorrectes, il faut respecter le théorème de
Shannon suivant.
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Théorème de Shannon : Un signal s{t) à spectre borné par /Max (fréquence maximale)
peut être reconstruit à partir de son signal échantillonné s*(t) avec un pas TE = 1//E, si
la fréquence d'échantillonnage est supérieure à deux fois la fréquence maximale du
signal : /E > 2fMax

Remarque : Cette condition théorique suppose une durée infinie d'ob
servation du signal. La durée d'observation pratique étant finie, on choi
sira un rapport /E//Max sensiblement supérieur à 2 pour augmenter le
nombre d'échantillons.

Paramètres essentiels :

- Nombre d'échantillons du signal (taille de l'échantillonnage) : N. Il peut être
réglable afin de privilégier soit la résolutionfréquentielle, soit le temps de calcul.

- Périoded'échantillonnage (c'est la résolution temporelle) : 7e = 1//e. La pério
de d'échantillonnage dépend automatiquement du calibre de la base de temps ; il
faut donc surveiller l'affichage de la fréquence d'échantillonnage.

- Durée d'observation du signal échantillonné : D = NTE
- Étendue duspectre calculé et affiché (Shannon) :/E/2
-Résolution fréquentielle (c'est le plus petit écart de fréquence discernable) :
h/N = \/D. La résolution fréquentielle est proportionnelle à la fréquence
d'échantillonnage et inversement proportionnelle aux nombres d'échantillons.
Elle est égale à l'inverse de la durée d'observation.

Conclusion : Biensouvent, seulun nombre important d'échantillons permetde visua
liser à la fois toute l'étendue et les détails du spectre ; mais le temps de calcul de la
FFT augmente avec le nombre d'échantillons.

Remarques :

- Seule la partie du spectre relative aux fréquencespositives est affichée
(fenêtre de visualisation) car le spectre d'un signal réel possède une
symétrie « hermitique », c'est-à-dire un module pair et une phase
impaire (voir le paragraphe « Compléments»).

- Un analyseur de spectre numérique permet aussi de calculer la phase
du spectre, ses parties réelle et imaginaire, le spectre de puissance du
signal, etc.

Onduleur de secours d'un avion

Un onduleur de secours d'un avion permet de reconstituer un réseau alternatif
115V/400 Hz monophasé à partird'une batterie délivrant une tension continue Ub
(principed'un onduleur autonomeen pont, Fîg. 12.8).
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c
A

\' j Charge

B*\

Batterie

• ! -. -

! ^ •

V € „\\ 2 1 "" Kb\

Figure 12.8 Principe d'un onduleur autonome en pont

1. Commande « pleine onde » (fonctionnement Fig. 12.9). Dans ce cas, la tension
mab est rectangulaire. Son développement en série de Fouriers'écrit :

AJJ +CO |
= —- V - sin [(2p + l)œt]mab

* p*2P + l

7/2 T

i

27
i
i

0 -
t

-uB- i i i

•

n 2 n e=û>t

Interrupteurs * Kz *i K2
fermés *3 Ka K* /c

Figure12.9 Commande « pleine onde »

1.1. Exprimer la valeur efficace Uab de mab-
1.2. Donnerl'expression de u\, fondamental de kab- En déduire l'expression de sa
valeur efficace U\.
1.3. Quelle devrait être la valeur de U* pour obtenir U\ = 115 V ?
1.4. Exprimer et calculerle taux de distorsion harmonique(THD) de uab-

2. Commande « M.L.I. - Onde 3 niveaux » (fonctionnement Fig. 12.10). Dans ce cas,
la tension mab est découpée. Son développementen sériede Fourier ne comporte pas
d'harmonique pair, et les harmoniques 3, 5, 7, 9 et 11 sont annulés en choisissant
«i « 18°, a2 ** 27°, a3 « 37°, a4 « 53° et a5 « 57° ; il s'écrit alors :

kab = —-10,802 x sin(û>0~~- x sin (13û>f) --^-- x sin (15otf) + ••• )
Tt \ 13 15 /
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'AB

aA

Ua
a,

lïïimnni

Figure 12.10 Commande « M.LI. - Onde 3 niveaux »

2.1. Exprimer la valeur efficace I/ab de kab-
2.2. Donner l'expression de u\, fondamental de Wab- En déduire l'expression de sa
valeur efficace U\.
23. Calculer le taux de distorsion harmonique (THD) de mab. Conclure.

Solution

1.1. Valeur efficace. On voit sur le graphique que :

mAb = ±Ub => UAb = UB

1.2. Fondamental. Il s'écrit (p = 0) :

4t/B 4(/B«i = —-sin((ot) =*£/,= —£= «0,9 x UB
n jtV2

1.3. Valeur de Ub pour obtenir U\ = 115 V.

UB « Ui/0,9 « 127,8 V

1.4. Taux de distorsion harmonique de uAB.

THD =

+CO

E"»
n=2 Ju2B - («ab>2 - u2 nji
Ui Ux u

Af - 1 car (mab) = 0

D'où
7f

THD = ,--!« 0,483
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2.1. Valeur efficace. À partir dugraphique, on peut écrire :

(les or/ étant en degrés)

D'où

r/2 -ni- 90°-or5+«4-«3+«2-«i
U ad — Un X'AB

Uab

90°

-xl/B« 0,803 x Ub

2.2. Fondamental. Il s'écrit :

4£/B
mi = x 0,802 x sin(ûrt) « 1,02 x i/B x sin(û)/)

2.3. Taux de distorsion harmonique de mab- Conclusion.

Ux « 0,722 x Ub

THD =
fQ,8032
0,7222

- 1 « 0,487

Les 77/D des commandes « onde pleine » et « M.L.I. - Onde 3 niveaux » sont quasi
ment égaux. Par contre, la commande « M.L.I. - Onde 3 niveaux » repousse les com
posantes qui distordent le fondamental sur des harmoniques de rangs plus élevés ce qui
facilite (dimensionnement et coût) considérablement le filtrage de ceux-ci, l'objectif
étant d'obtenir un courant quasi-sinusoïdal.

Filtre passe bas du 1er ordre

Soit le filtre passif passe-bas du 1erordre (Fig. 12.11). On applique en entrée la ten
sion rectangulairee(t) d'amplitude Em» = 5 V,de fréquence/i = 1 kHz, de rapport
cyclique y —1/5 (voir Fig. 12.1) ; son développement en série de Fourier s'écrit :

e(t) = yJW »)cos Çbcnf\

1. Exprimer la tension s(t) en sortie du circuit
2. Tracer le spectre d'amplitude unilatéral de s(t) sachant que la fréquence de cou
pure à -3 dB du filtre RC est/c = 2 kHz.

R /s=0
•

C_A

e

A

Figure 12.11 Filtre passe-bas du 1erordre
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Solution

1. Tension en sortie du circuit. On est dans le cas d'un circuit électrique linéaire exci
té par une grandeur périodique (voir le paragraphe « Méthodes »). La fonction de
transfert complexe du circuit est :

S 1 e# 1
T = = = -—t-ttt- = = avec fc = . ._ et <p = - arctan(///c)

K 1+ j///c Vl + (///c)2 2txRC

En régime continu, on a : Eo = K^Max =• 5b = Eq = y£max
Pour l'harmonique de rang n, en(t) = En Max cos (2nnf\t), d'où :

£/i Max
Sn(0 =

y/\+(nfx/fc)2
cos (2nnfxt+<p„) avec 0« = —arctan(n/i/fc)

Et finalement :

s(f) = y£Max
sin (nyx)(+CO

n = 1n^xnyny/l + Wx/fc)2
cos (2nnfx t + <f>n))

/Remarque : Le filtre passe-bas modifie l'amplitude et la phase de
chaque composante sinusoïdale (fondamental et harmoniques). En consé
quence, le signal s(t) est déformé par rapport à e(t). D subit une distor
sion d'amplitude et une distorsion de phase.

2. Spectres d'amplitude unilatéraux (Fig. 12.12). Tout calcul fait on obtient

n 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15

A„tee(t) 1 1,87 1,51 1,01 0,47 0 0,31 0,43 0,38 0,21 0 0,17 0,25 0,23 0,13 0

4,<M0 1 1,67 1,07 0,56 0,21 0 0,10 0,12 0,09 0,05 0 0,03 0,04 0,03 0,02 0

(V) 4 A,de e(t)
2-->

::K

(V)4 Andes(t)

2-\
1

PY<n>yfTT>|—* o f H| |\^nV|*TTi>|—•
0 5 10 (kHz) 0 5 10 (kHz)

Figure 12.12 Spectres d'amplitude unilatéraux de e(t) et s(t)
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Redresseur non-commandé

Soit m la tension obtenue en sortie d'un redresseur non-commandé en conduction

ininterrompue (Fig.12.13). On note p l'indice de pulsation qui dépend du type de
pont et/i la fréquence du réseau. La tension u de fréquence pf\ s'écrit :

u(0) = UmoxCOsO pour —n/p < 9 < n/p avec 6 = (û\t —2nfxt

Le développement en série de Fourier de la tension u s'écrit :
,+co x 2

u(6) =UM0y(l +£tfncosfo/tf)) avec Kn =(-l)w+1 x
n2p2 1

La tension u est appliquée aux bornes d'un circuit composé d'une inductance L en
série avec une résistance R et une fém E (Fig. 12.14).
1. Exprimerla tension moyenne Uuoy à partir du chronogramme de u(t).
2. Pour un indice de pulsation de 2,3 et 6, écrire le début du développement en série
de Fourier. Conclure.

3. En se limitant au premier harmonique et en supposant R <C pLo>\, exprimer le
taux d'ondulation fit du courant i.
4. Dans les conditions précédentes et pour un indice de pulsation de 2, 3 et 6, calcu
ler L sachant que R —1,5 Cl, /Moy = 20 A, Uuay = 200 V,/i = 50 Hz, et que l'on
veut une ondulation crête à crête du courant d'environ AI « 2 A. Conclure.

Um

,

u

lax —

i
•

i
•

i
i

•

•

i
i
•

•
i
i

•

0
-ÎE#? 0 Tt/p 0=a>it

Figure 12.13 Tension en sortie d'un pont non-commandé en conduction ininterrompue

L R
7WY\ r—j

uL
Ur O

Figure 12.14 Charge /?, Let £
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Solution

1. Tension moyenne.

/ v P f"/P ri û PUMaxT . r.,7t/P Pjj • *UMoy = {u) = 7T- ^Max COS 9 = — [Sin 0]_„/p = -^Max S1TÏ -
2n J-„/p 2n n'P tï p

%

2. Indicede pulsationde 2, 3 et 6. On remarqueque plus l'indice de pulsationest élevé,
moins il y a d'harmoniques, et plus le signal se rapproche du continu.

P PMHZ) Type "(0)/UMoy

2 100 P2, PD2
u(0) 2 2 2
-^ = 1 + -cos(20) cos(40) + —cos(60) - ...
I4toy 3 15 35

3 150 P3
U{0) 2 2 2

—— = 1 + -cos(30) cos(60) + — cos(90) - ...
L/^oy 8 35 80

6 300 P6, PD3, S3
u(0) 2 2 2
-^- = 1 + —cos(60) cos(120) + cos(180) - ...
(^oy 35 143 323

3. Taux d'ondulation. En se limitant au premier harmonique (n = 1), la tension u
s'écrit :

2
u(9) ^ £/Moy(l + #i cos (p9)) avec Kx = —. r

ps — l

Le principe de linéarité permetde traiterséparément le régime continu d'une partet le
régime alternatif (sinusoïdal) d'autre part, le courant résultant / étant la somme
i = /Moy + '*i (Fig. 12.15).

Régime continu

/Moy
•*—CD-

+

Régime alternatif(sinusoïdal)

j /w>A |—|_

"i = <W<iCos(pe)

Figure 12.15 Principe de linéarité

- Régime continu : /Moy = (^Moy —E)/R
- Régime sinusoïdal : h = U\/Z avec Z = y/R2 + (pLcox)2 et U\ = KxUuoy/->/2
D'où le taux d'ondulation :

h K\ Uwoy v2
0/ % ~r— = -s x

Umoy

•Moy y/2 Z/Moy P2 ~ 1 ZIMoy
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Si R2 <§: (pLcox)2 alors Z « pLcûx et parsuite

fit

V2

V2 Umoy

(P2~1)P Lû)xIMoy

4. Inductance. Elle se déduit de l'expression de fii :

Um<oy 1 Umoy

(p2-\)p fi[0)xIMoy Tïyf2(p2-\)p filfx^oy

Application numérique. L'ondulation crêteà crêtedu courantAI *=» 2 A correspond au
taux d'ondulation :

fil

D'où

h Max AI

Im>oy V2 X/Moy 2>/2 X/M(
3,5 %

oy

P 2 3 6

L(mH) 212 53 6,1

On remarque que plus l'indice de pulsation est élevéet plus l'inductancenécessaire au
lissage est petite.
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Calcul
des coefficients
de Fourier

Objectifs : Calculer les coefficients du développement en série de Fourier trigonomé-
trique ou complexe d'un signal réel (tension ou courant en électricité), le régime étant
périodique (permanent), et passer d'une écriture à une autre.

I À savoir
* Coefficients du développement en série de Fourier,

dits « coefficients de Fourier »

Ils sont donnés par les formules (indépendantes de fj et 0j)

1 fh+T i rOi+271
s(t)dt = — / s(0)d01 f'"1"' 1 f

2 fh+T i ret+27i
n = - s(t)cos(nœt)dt = -

1 Jh n Je,

2 rti+T i r1
n = — I s(t)sm(na>t)dt = - /

t Ju x JOi

2 fh+T i rey+ln
bn = - s(t)sin(na)t)dt = - / s(0)sin (n0)d0 (n e N*)

b0 = 0

s(0)cos(n0)d0 (neN*)

J /-0J+27T
n= ~ s(t)e -Jflû"d/ = — / s(0)e -i"ed9 (n e Z)

t Jt, 27i Jq.

? Avec : \0 = <ot =^ coT = 2n \ et d0 = codt

• Limites des coefficients de Fourier

Les coefficients de Fourier tendent vers zéro lorsque le rang n tend vers l'infini. En
conséquence, on peut approcher un signal (en dehors des points de discontinuité) par
une somme finie de termes du développement en série de Fourier.
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Remarque : Les coefficients de Fourierde certains signaux ne tendent
pas vers zéro lorsque n tend vers l'infini. Par exemple, les coefficients
d'un « peigne de Dirac » sont tous égaux à une même constante. De tels
signaux ne sont pas des fonctionsau sens usuel mais des distributionsqui
sortent du cadre de cet ouvrage.
On obtient un « peigne de Dirac » à partir de la tension rectangulaire
u(t) (voir Fig. 13.4 dans l'exercice ci-après) en faisant tendre le rapport
cyclique vers zéro et l'amplitude vers l'infini tout en gardant l'aire de
l'impulsion constante.

Il Méthodes

• Passage d'une écriture du développement en série de Fourier à une autre

Il s'effectue à partir des relations qui existent entre les différents coefficients de
Fourier (Fig. 13.1). Ces relations ne sont pas à retenir mais à établir au cas par cas, si
elles ne sont pas données, car des variantes de ces écritures sont aussi utilisées. Pour
établir ces relations, il suffit d'écrire l'égalité des écritures pour l'harmonique de
rang n, et se souvenir des formules d'Euler et de Moivre.

>}* —eJA = cos* +jsmjc cos* =

e jx _j_ e -j* >J* —p.~}X

sinx =

2j

{an.bn) —• {An,an) (a„, bn) —i- (c„, c_„) (cn,c-n) —* (An,a„)

an - \bn

C—n — Cn

cosor„ = a„/An
sinan = -bn/An

An =2\cn\ =2y/CnC-n
<*n = arg(c„) = -arg(c_„)

(An,a„) —> (an->bn) (c„, c-n) —• (an, b„) (An,a„) —• (c„'C-„)

an = A)COSorn
bn = -Ans\nan

3/i = Cn + C—n

bn = J(C/j - C-n)

2c„ = AieK,
2c_„ = Ane-'ian

Figure 13.1 Relations entre les coefficients de Fourier

Exemple : Voir exercice ci-après.
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^
• Choix de l'intervalle

Le calcul des coefficients est indépendant de l'intervalle [fi.fi + T] ou [0i,0i + 2tt]
choisi. En conséquence, un choix judicieux de t\ ou 0x permet souvent de simplifier
les calculs.

• Signal périodique pair (Exemple Fig. 13.2)

Si s, developpable en série de Fourier, est pair alors s est developpable en série de
cosinus.

00

Vf, s(t) =s(-t) => bn =0=> s(t) = flp + y^a„ cos (ncot)
n=X

en tout point t où s est continu. Les coefficients peuvent alors être calculés sur une
demi-période (attention aux bornes d'intégration : t\ = 0) :

ao
2 CT/1 4 rT/2= —l s(t)dt et a„ = — s(t) cos (ncot)dt (n GN*)
T Jo T Jo

• Signal périodique impair (Exemple Fig. 13.2)

Si s, developpable en série de Fourier, est impair alors s est developpable en série de
sinus.

00

Vf, s(t) = -s(-t) => a0 = 0 et an = 0=> s(t) = ^bn sin(na>t)
n=x

en tout point t où s est continu. Les coefficients peuvent alors être calculés sur une
demi-période (attention aux bornes d'intégration : t\ = 0) :

4 rT/2?„ = -/ 5(f)sin(nû>0df (n € N*)
l Jo

Signal pair :
Vt,s(t) = s(-t)

0 T 27

Figure 13.2 Exemple d'un signal périodique pair, et d'un impair

Signal impair :
Vf, s(t) = -s(-t)
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• Symétrie de « glissement »

Si s possède une symétrie de « glissement » alors le terme constant et les termes de
rang pair sont nuls.

Vf, s(t + T/2) = -s(t)

a2p = 0 et
b2p=0

aip+\

n?+\

TJt0

= Tjt0

to+T/2

s(t)cos[(2p+- l)(ot]dt

to+T/2
s(t)sin[(2p+l)a)t]dt

(peN)

Graphiquement,en faisant « glisser » (ExempleFig. 13.3) d'une demi-période la par
tie du signal comprisentre t0 et tQ + T/2, on observe une symétriepar rapport à l'axe
des temps.

to + T/2

0 T/2 T

Figure 13.3 Exemple d'une symétrie de « glissement »

• Signal décalé temporellement

Si le signal s(t) est developpable en série de Fourier, alors le développement en série
de Fourier du signal décalé s(t - x) s'obtient en décalant chacun des termes de s(t).

+CO

s(t) = a0 + Y^ An cos (ncùt +a„) = £ cneina)t =^
n=—oo

oo

s(t - t) = a0 +^2 An cos (nœ(t - r) +a„)
n=\

oo

= ao -f- YJ An cos (no)t + an —2nnx/T)

n=X

n=\

+oo

Ou bien >(t-r)= J2 c"e*jnû)(t—r)
+00

J2 c«e }na)tfX—j2iTnx/T

n=—oo n=—oo

En conséquence, le spectre d'amplitude est indépendant de l'origine des temps choi
sie contrairement au spectre de phase qui en dépend. Cette remarque peut être mise à
profit pour :
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1) Déduire le spectre de phase du signal décalé s(t —r) à partir de celui de s(t) en
ajoutant —2nnx/T h a„ pour chaque terme.
2) Simplifier le calcul des coefficients en suivant la procédure suivante :

- Décaler arbitrairement le signal s(t) de x pour faire apparaître une symétrie afin
de simplifier les calculs.

- Déterminer le développement en série de Fourier du signal décalé s(t —x).
- En déduire le développement en série de Fourier du signal s(t) à partir de celui

de s(t —x) sachant que s(t) et s(t —x) ont même spectre d'amplitude et que le
spectre de phase de s(t) s'obtient en ajoutant +27tnx/Tà chaque terme de phase
des(t —t).

t Remarque : Si on ne s'intéresse qu'au spectre d'amplitude, il suffit de j
| décaler arbitrairement le signal s(t) de r pourfaire apparaître une symé- j
j trie, puis de déterminer le développement en série de Fourier du signal j
i décalé s(t — x).

• Dérivation

Si le signal s et sa dérivée s' sont développables en sériede Fourier, alors le dévelop
pement en sériede Fourier de s' s'obtienten dérivant terme à terme celuide s.

+00 j /,x +00

s(t) = £ ^ =* s'(t) =Hfp = £ jna> xce*0*
n=-co n=-co

• Intégration

Si le signal s est developpable en série de Fourieret que sa valeur moyenne est nulle

(SMoy = 0=>• ao = co = 0), alors le développement en série de Fourier de / s(/)d/
i s'obtient en intégrant terme à terme celui de s et en ajoutant la valeur moyenne de

1 /5(r)d'-

ë

+00

s(t)= £ cne»«"
n=—co

avec co = 0
/*>•-f ê^"+(/H

n^O

^ Relations entre coefficients
i

1 Établir les relations permettant de passer de récriture trigonométrique avec un seul
û cosinus à l'écriture complexe.
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Solution

On établit immédiatement que co = ao et on écrit l'égalité pour le rang n :

An cos (nœt + a„) = cneincût + c_„e ->nù)t

En remplaçant le cosinus par des exponentielles complexes, on obtient :

_1(ei(n(ot+a„) _|_ e-}(n<ot+ot„) \ _ QQ]no>t + c_ e-j«û"

<=* (cn - ^Lei^ei™' +(c-n - ^~'ia")e -incot = 0

D'où l'on déduit

cn =A±z>a» et c_„ =^e-i«n (=>c_n=c7D

Puis : c„ x c-n = -j- , arg(c„) = an et arg(c_„) = -ce„

Signal rectangulaire

Soit la tensionrectangulaire «(0 de périodeT = 1 ms,de rapportcycliquey = 1/5,
de niveaux 0 et UMm = 5 V (Fig. 13.4).

(V)fi/ft> T=1ms y=1/5

0|'i i i i'i1'1 ''•'' ''I1' ' ' 'M1' ' ' ''
-2 -1 0 1 2 (ms)

Figure 13.4 Tension rectangulaire de niveaux 0 et 5 Vet y = 1/ 5

1. Déterminer la forme trigonométriquedu développementen série de Fourier de la
tension rectangulaire u(t).
2. Déterminer la forme complexedu développementen série de Fourier de u(t).
3. Vérifier les spectres de u(t) donnés en exemplefig. 12.1, fiche 12 précédente.
4. En déduire la forme trigonométrique du développement en série de Fourier de
u(t —y T/2) ainsi que ses spectres.
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Solution

1. Forme trigonométrique. Étant paire, la tension u(t) est developpable en série de
cosinus (b„ = 0).

i r>+T _ 2(/Max rT/\. 2uMa
ao

'h

1 /"'+' 2(/Max fy'/l. 2UMax yT/2 TJ
= f~J M(/) = _f-J d^ = —^—Wo =y^Max

==> ^Moy = Û0 = 1 V

4 r7"/2 4t/Max r772
an = —l u(t) cos (nœt)dt = —-— / cos(nûtf)d/

^ Jo T Jo

= 4UMax f sin(wair)1yr/2
M ^ Jo

4f/MaxSin(/ia>K7'/2) 2£/Max . , x
=> a„ = = sin (nyn)

mûT mt

u(t) „v^ sin(ny7r)D'où : 77^- = y + 2V ^-^ cos (no>/)

u(t) „ rsin(y^) , v sin(2y7r) _ v "I
Soit : -7^- = y + 2 x ^—^ cos (ûrf) + —^-—^ cos (2û>0 -f- . . .

2. Forme complexe.

co = a0 = yUMax =ï UMoy = c0 = 1V

cn =i T M(/)e-i-'dr =%^ f e-J-'d, =-^- [e" '̂]^2T]tl T J-yT/2 -jncoT1 J"^

^ax / -jnwyr/2 _ eJ«wyr/2 ] _ ~UMax ( -inyn _ çjnyn ]
>r V / J"2tt V /

Cn =

| => cn = —— sin (ny7r) (c„ = a„/2 car b„ = 0)
•g. nit

\ D'ou: ^ =i+f ""(n^)^,
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3. Spectres. Le spectred'amplitudeunilatéral est la représentation graphique des raies
Ao = \ao\ = |c0| et An = \an\ = 2 x |c„| car£„ = 0. Le spectred'amplitude bilatéral
est la représentation graphiquedes raies |c0| et \c„\. Le spectre de phase est la repré
sentationgraphiquedes raies des phases initiales an définiespar :

cosof„ —a„/\a„\

sin a„ = 0

Par suite, pour n > 0, an = 0° si cosa„ = +1, c'est-à-dire si :

sin (nn/5) > 0 «=> 0 + 2kn < nn/5 < n + 2kn «==* 0 + lOJk < n < 5 + 10A:

Et ctn = 180° si cosa„ = -1, c'est-à-dire si : 5 + 10k < n < 10 + lOJfc
Pour n = 5 + lOfc, sin (nn/5) = 0 et an ne peut être défini ; on fixe an = 0°.
Tout calcul fait on obtient (A„ et \c„ \ en volts, an en degrés) :

ou an = -a-„ = arg(c„)

n 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15

4, 1 1,87 1,51 1,01 0,47 0 0,31 0,43 0,38 0,21 0 0,17 0,25 0,23 0,13 0

"J 1 0,94 0,76 0,50 0,23 0 0,16 0,22 0,19 0,10 0 0,08 0,13 0,12 0,07 0

an 0 0 0 0 0 0 180 180 180 180 0 0 0 0 0 0

an- nx36 0 -36 -72 -108 -144 0 -36 -72 -108 -144 0 -36 -72 -108 -144 0

4. Tension décalée u(t - y T/2). On a

u(t - yT/2)

^Max

+oo

= V+2E
n=l

+00

= X+2£
n=\

sin (nyn)

mr

sin (nyn)

nn

cos(na>(t-yT/2))

avec nyn = nn/5

cos (ncot —nyn)

Les spectres d'amplitude sont inchangés par décalage. Le spectre de phase du signal
décalé u(t - yT/2) est obtenu à partir de celui de u(t) en ajoutant -nn/5 rad, soit
—n x 36°, à an pour chaque terme (voirle tableau de la question précédente et Fig.
13.5).

(°)

11 htl Ihfl I(Hjj |ih| imi i j i—•
10 -5 0 Mj5 X.|10 "M...| (kHz)

•180°

Phasedeu(f-r/10)

Figure 13.5 Spectre de phase de la tension décalée u{t- y772) avec y = 1/5
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Signal triangulaire

Soit le signal triangulaire pair (voir Fig. 13.2) de période T\. Son développement en
série de Fourier est :

s(t)

"Max

1 ^ f sin(nn/2)\2 i 4«
= « _ / ( ^ I cos (nû>lt) = r >2 ^V nn/2 J 2 n2 £j

cos[(2p + l)û>if]

(2p + D2

1. Tracer le signals'(t), dérivéede s(t).
2. Déduire le développement en sériede Fourier de s'(t) de celui de s(t).

1. Chronogrammes (Fig. 13.6).

A

Solution

2§wax S'(t)

0 \++H ++H Il II II II I +H+-

Figure13.6 Signaux s(f) et s'(t)

2. Développement en série de Fourier.

s

'Max àt\SMaxJ dt\2 ^\ «t/2 J ,

+oo sin(«jr/2)\2 .
I Cl

nn

-t-ot> /
El »ui\nji/*.j \ . ° V^8 ±2° sin2(njr/2)

— i smynwxi) = —— }
I2 ) nT^x

Ou bien :

s'(t) = d /s(t)
SfAax dt \5m3x ) d'V2 **£-

cos [(2/? + l)a>i/]

£=6 <2p + Da

+004cox V% sin[(2p + \)ù)xt] _ _8_ & sin[(2p + l)coxt]— _z_l V

p=0 2/7+1 2/7+1

27,

sin (ncoxt)
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Puissances

Objectifs : Calculer et mesurer les différentes puissances d'un circuit électrique en régi
me périodique permanent.

I À savoir
• Puissances et facteur de puissance dans le cas général où la tension

et le courant sont périodiques (Fig. 14.1)

La tension u = u(t) et le courant i = i(0 sont périodiques et developpables en série
de Fourier. Notations :

oo

u(t) = U0J2UnVïcos(ncot +aUn) où U0 = (u(t)) et U„ = Un\m
n=X

oo

'(') = io^In^cos (ncot +<*/„) où 70 = (i(t)) et /„ = /nEfr
n=\

Unité Définition et relations

Puissance instantanée watt (W) p[t) = u(t) x /(f)

Puissance

activeou moyenne
watt (W)

oo

P=PMoy =(P(0) =U0Iq +̂ 2UnlnCOS<Pn
n=1

Puissance

apparente
volt-ampère

(VA) S=UI=.

\
(^E^)x(«+§«)

Puissance

non-active

volt-ampère
(VA) N =*/&-/*

Facteur

de puissance

P

Figure 14.1 Puissances - Facteur de puissance (convention récepteur)
Tension u = u(t) et courant / = i(t) périodiques
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<pn =aun —ain est le déphasage entre un(t) = Un-s/2cos (ncot +onjn) et
/„(/) = 7„V2 cos(ncot + ar/„) ; un est en avance de phase par rapport à in si <pn est
positif.

u = uEff = y/(ÛHô) =
+00

i(t) = E ln ^2cos (nco t+ain) où /„ = /„Eff
n=X

+0O

U2 + Y,Un et / = 'eit = v/(Ï5(Ô>= 'o2 +£'n
\] 1=1 \J «=1

• Puissances et facteur de puissance dans le cas où la tension et le courant
sont périodiques alternatifs

Les définitions et relations du cas général ci-dessus restent valables. La particularité
de l'alternatif se traduit par : f/n = 0 et /o = 0.

• Puissances et facteur de puissance dans le cas où la tension est sinusoïdale
et le courant périodique alternatif (Fig. 14.2)

La tension u = u(t) est sinusoïdale et le courant 1 = i(t) périodique alternatif
(/o = 0) et developpable en série de Fourier. Notations particulières :

u(t) = t/v^cos (cot + au) où U = [/Efr
+00

<Px =au —an est le déphasage entre u(t) et le fondamental /*i (/)

Unité Définition et relations

Puissance

active ou moyenne
watt (W) P=Pm<v = (p(t)) = Ul^cos(p^

Puissance

apparente
volt-ampère

(VA) S=UI=U.

\

+00

n=1

Puissance

réactive

volt-ampère-réactif
(var)

Q = l/^sin tp\ = Ptan <p\

Puissance

déformante

volt-ampère
-déformant (vad) H

+00

E*
n=2

D=VS2-PZ-Q

Facteur

de puissance
P /tCOS^

p" s" /

Facteur

de déphasage
P

— = COS W\

Figure 14.2 Puissances - Facteur de puissance (convention récepteur)
Tension u = u{t) sinusoïdale et courant / = i(t) périodique alternatif
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:7tRemarques (tension sinusoïdale et courant alternatif) :
- La puissance active est transportée uniquement par le fondamental du

courant.

- La définition de la puissance réactive conduit à la relation :

j2,2U'I{ = P' + Q'

- La définition de la puissance déformante correspond simplement à la

clôture de : S2 = P2 + Q2 + D1

- Dans le cas où c'est le courant qui est sinusoïdal et la tension pério
dique alternative, il suffit d'intervertir les rôles de u et de i dans les
formules.

- L'unité de D n'est pas consensuelle. Selon les auteurs, on rencontre
VA, vad ou pas d'unité. Le choix ici adopté consiste à insister sur le
caractère particulier de cette « puissance ». /

Il Compléments
• Puissance active

Seule la puissance active, moyenne de la puissance instantanée, correspond à une véri
table puissance, transformée en puissance mécanique, thermique, chimique, etc.

• Puissance apparente

C'est l'élément essentiel du dimensionnement de la ligne et du générateur car un cir
cuit nécessite un courant efficace (sous une tension donnée) pour son alimentation,
alors que seule la puissance active est transformée sous une autre forme d'énergie. Plus
la puissance apparente est grande par rapport à la puissance active, plus les pertes en
ligne seront importantes et plus le générateur devra être surdimensionné.

• Puissance non-active

- En régime sinusoïdal (tensions et courants sont tous sinusoïdaux), la puissance
réactive caractérise les échanges d'énergie entre le générateur et le récepteur dus
à la présence d'éléments réactifs (bobines et condensateurs) stockant et restituant
de l'énergie sous forme électromagnétique ou électrostatique.

- En régime périodique non-sinusoïdal, l'interprétation de la puissance réactive et
la frontière entre puissances réactive et déformante ne font pas consensus dans la
communauté scientifique. On a choisi d'introduire ici, dans le seul cas particu
lier d'une tension sinusoïdale et d'un courant périodique alternatif (charge non-
linéaire sur un réseau délivrant une tension alternative sinusoïdale), la définition
la plus rencontrée (Q et D) afin que le lecteur en soit averti ; malgré l'impossi-
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bilité de donner dessignifications physiques claires à Qet D (voir l'exercice ci- x .
après, « Gradateur sur charge résistive »). Il ne faut cependant pas ignorer qu'il
existe aujourd'hui plusieurs définitions de la puissance réactive pour le régime
périodique.

Mesures

Les appareils doivent être capables de mesurer les valeurs efficaces de grandeurs
périodiques contenant des harmoniques. En conséquence, leur bande passante doit être
suffisante. Par exemple, la mesure du taux de distorsion harmonique (THD) nécessite
la prise en compte des harmoniques jusqu'au rang 40 pour être conforme aux normes.

• Analyseur de réseau électrique

Ils permettent les mesures des puissances active, réactive, et apparente, du facteur de
puissance, des tension et courant efficaces, des harmoniques, du THD, etc. Il faut
cependant bien connaître les limites et les principes de calcul décrits dans la notice
technique d'un tel appareil pour éviter les erreurs d'interprétation. Enfin, il ne faut pas
oublier qu'il existe plusieurs définitions de la puissance réactive en régime périodique
(voir le paragraphe « Compléments »).

• Appareils élémentaires

-La puissance active se mesure à l'aide d'un wattmètre qui indique la valeur
moyenne de la puissance instantanée p = ui (Fig. 14.3 ; voir aussi fiche 6, para
graphe « Mesures ») ;

- La puissance apparente se calcule à partir des valeurs efficaces de la tension et
du courant mesurées par un voltmètre et un ampèremètre (voir fiche 2, para
graphe « Mesures ») : S = UI.

- La puissance non-active se calculealors par : N = VS2 —P2.
- La mesure de la puissance réactive définie par Q = UI\ sin <px (cas où la tension

est sinusoïdale et le courant périodique alternatif) s'effectue avec un wattmètre
monté en varmètre, c'est-à-dire dont le circuit tension est branché sur une tension

en quadrature avec u car Q = UI\ sin <p\ =U I\ cos (<px —n/2).
- Enfin, la puissance déformante se déduit des mesures précédentes par :

D = JS2- P2-Q2.

i Exemple

\ Soit à mesurer les puissances actives et réactives d'une charge alimen-
|j tée par une tension simple, les autres phases étant accessibles etle sys-
l tème de tensions étant triphasé équilibré et direct.
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- Le schéma (Fig. 14.3) permet la mesure de la puissance active P :

Vxlicoscpi = P

- Le schéma (Fig. 14.4) permet la mesure la puissance réactive Q :

Unh cos (t,ûi\ =VWi cos (Ctrf) +(VÏ.Ô»))
= V3Vi/icos(^i -n/2)

= */3VlIlsm(pl = QV3

La puissance réactive Q est donc égale à la puissance lue divisée par

73.

\~f®

Figure 14.3 Mesure
de la puissance active

CO
.c

O

Figure 14.4 Mesure
de la puissance réactive

Redresseur à pont tous thyristors

Soit le schéma de principe(Fig. 14.5)d'un redresseur à pont tous thyristors. Le pont
est alimenté par le réseau qui fournit une tension sinusoïdale de valeur efficace
U = 400 V et de fréquence/ = 50 Hz. Les thyristors sont considérés comme par
faits : 7i et T3 d'une part, T2 et T4 d'autre part, sont commandésde manièrecomplé
mentaire avecun angled'amorçage notéa. L'inductance est de valeursuffisantepour
qu'on puisse admettreque le courant is est parfaitement continu : *s = /s- On obtient
alorsles allures(Fig. 14.6)de ws et 1,et le développement en sériede Fourierdu cou
rant d'entrée de l'installation i :

4/s

n

+00

w-=E
1

p=0
2p + l

sin[(2p + l)(0-a)]

1. Exprimer la valeur moyenne de la tension à la sortie du pont us.
2. En déduire la valeur moyenne de la tension aux bornes du moteur um-
3. Exprimer la puissance moyenne absorbée par le moteur.
4. Exprimer la puissance active absorbée par l'installation.
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5. Sans utiliser le développement en série de Fourier donné ci-dessus, dessiner l'al
lure du fondamental du courant i. Vérifier alors l'expression du premier terme du
développement en série de Fourierdonné ci-dessus.
6. Exprimer la puissance apparente absorbée par l'installation.
7. Exprimer le facteur de puissance de l'installation.
8. Exprimer les puissances réactive, déformante et non-active absorbées par l'instal
lation.

9. Application numérique. Calculer les expressions précédentes pour or = n/3 rad,
puis a —2n/3 rad, et /s = 50 A. Commenter les résultats.

/ ~^7Î 2\T*

l^7"4 2\T*

Figure 14.5 Redresseur à pont tout thyristors - Schéma

+ U

0 a

Conducteurs

Figure 14.6 Redresseur à pont tout thyristors - Chronogrammes
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Solution

1. Valeur moyenne de «s- Par définition :

i fct+n {/a/2
tfsMoy = ("S> = - / U<Jïs\XL0d0 = ——[-COS 0]£+7r

x Ja TT

D'où
2C/V2

t^SMoy = COS a
n

2. Valeur moyenne de «m- Loi des mailles :

"S = Ui + «m => ^SMoy = ULMoy + ^MMoy

D'OÙ : ^MMoy = f/sMoy Car Uluoy = 0

3. Puissance moyenne absorbée par le moteur. En considérant le courant /s = /s
constant, on a :

^MMoy = («M's) = ("M>/s = ("s)^S = ^SMoy^S

D'où
2t/V2 x /5

"MMoy = COS OT
n

4. Puissance active absorbée par l'installation. Plusieurs raisonnements sont possibles.
- On remarque que la puissance absorbée par l'installation est égale à la puissan

ce moyenne absorbée par le moteur car tous les autres éléments sont supposés
parfaits. D'où : P = /^Moy

-On applique la définition : P = PMoy = (p(0) = ("(') x i(t)) • Comme
/ = +/s pour a <0 < a + n, P s'écrit :

/s fa+* r
P = — £/V2sin0d0 = USMoyIs D'où : P = PMMoy

* Ja

5. Par définition, le fondamental ix du courant i s'écrit : i'i(0) = IxMax sin (9 —<p\).
C'est une grandeur sinusoïdale de fréquence 50 Hz (celle du réseau). Les symétries
de i(0) conduisent à la représentation (Fig. 14.7) de son fondamental. On en déduit
que cpx = a

+ /c

-U

--. /,

1 \ '

0 a 7i 2jc

Figure14.7 Allure du fondamental i,

0 = cot
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On applique alors la formule obtenue lorsque la tension est sinusoïdale et le courant
périodique alternatif (voir Fig. 14.2) :

p ru m 2UV2xIs
P = Ul\ coscp\ = U Ix cosor = cosa

h =
2n/2x /s

n

♦ T 4/Set il Max =
n

Le fondamental du courant s'écrit :

4/s
*i(0) = — sin (0 —or) ce qui vérifiebien l'expression donnée.

6. Puissance apparente absorbée par l'installation. Par définition :

S = UI = UIS car / = y/Ji2) = Is
7. Facteur de puissance de l'installation. Par définition :

, P 2V2
/p= — = cosor

o n

8. Puissance réactive, déformante et non-active. Par application des définitions

n m • _n W^2 x 7s •Q = UIx sin<p\ ==>• Q = sin or
n

D=y/S2 -P2-Q2 =UISJ\ - -^ %0,435 xUIS

N = JS2-P2 = UIsJl-^ cos^o;
n"

9. Application numérique : a = n/3 rad, puis or = 2^/3 rad, et /s = 50 A.

on 4foy(V) P(W) S (VA) 'P MA) O(var) D(vad) W(VA)

60 180 9000 20 000 0,45 45 15 590 8700 17 860

120 -180 -9000 20 000 -0,45 45 15 590 8700 17 860

Un facteur de puissance négatif correspond à une puissance active négative reçue par
le pont. Poura > 90°, le redresseur fonctionne en onduleur assisté, la MCCest géné
ratrice et fournit de l'énergieélectrique au réseau. La forme du courant ix ne dépend
pas de l'angle a ; ceci explique que Ix, D et S soient constants (voir fiche 13,
« Méthodes », paragraphe « Signal décalé temporellement»).
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Gradateur sur charge résistive

Soit le schéma de principe (Fig. 14.8) d'un gradateur à commande de découpage
des phases. Il est alimenté par le réseau qui fournit une tension sinusoïdale
u = 1/mox sin (cot) avec Ues = 230 V. L'interrupteur électronique, supposé parfait,
est fermé à un instant fixé parl'angle d'amorçage a et ouvert lorsque le courant i
s'annule. Pour une charge résistive R = 26,5 Cl, on obtient les chronogrammes
(Fig. 14.9), et le développement en série deFourier ducourant d'entrée de l'installa
tion i :

+oo

i(9) =ai cos0 +b\ sin0 +^ *2p+i(0)
P=i

UmAvec : ai - -^-(-1 +cos(2a)) et bx = Ui/b •(2(jc-a)-r-sin(2a))
2nR x - • - -* -" " - * 2nR

1. Exprimer lavaleur efficace de latension us auxbornes de lacharge. Endéduire la
valeur efficace du courant i dans la charge.
2. Exprimerla puissance activeabsorbée parl'installation.
3. Exprimer la puissanceapparente de la source.
4. Exprimerle facteur de puissance de l'installation.
5. Calculer Us = Uses, I = hs, P, S et/P poura = 0°, puis a = 90°. Commenter.
6. Ecrire l'expression du fonda- ( _,
mental (1 du courant; absorbé par j ^ Q,f&ëSœAC
T installation. Puis exprimer la / "^ ' ^
valeur efficace I\ du fondamental. r—>-
7. Exprimer les puissancesréactive,
déformante et non-active absorbées

par l'installation. Les calculer pour
a = 0°, puis a = 90°. Commenter.

^

-to G*
7^

72
Charge :

R

B

Figure 14.8 Interrupteur électronique AC

4 a a+n a+Zn

Figure 14.9 Commande de découpage des phases - Charge résistive
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Solution

1. Valeur efficace de la tension aux bornes de la charge. Par définition :

Uses =^Jn 1/jL sin20d0 =^ j\\ - cos (20))d0

2n l 2

D'où Us = Us Eff =
V2

sin (20)

a sin(2or) , / or sin (2a)1_ _ + v = Ujl --+ '
n 2n Y n 2n

Valeur efficace du courant dans la charge. La loi d'Ohm permet d'écrire

I=Us = U a sin(2cg)
R R Y tt 2?r

2. Puissance active absorbée par l'installation. Elle est égale à la puissance moyenne
absorbée par la résistance car l'interrupteur électronique est supposé parfait. D'où :

o ^s n,2 U2/t a

3. Puissance apparente de la source. Par définition :

sin (2a) \

2tt )

U'

s-ul-Tf-; +
or sin (2ar)

2n

4. Facteur de puissance de l'installation. Par définition

/p=5 =
or sin (2or)

1 - - + '
n 2n

5. Application numérique. Pour or = 0°, l'interrupteur électronique est constamment
fermé ; la puissance active est maximale et le facteur de puissance vaut 1. Pour
a = 90°, l'interrupteur électronique est fermé la moitié du temps de chaque période ;
la puissance active est divisée par 2 tandis que la valeur efficace du courant est divisée

par V2 ; le facteur de puissance vaut I/n/2 ; cela résulte du fait que le courant n'est
pas sinusoïdal.

«0 <4M '(A) P(W) S (VA) f?

0 230 8,68 2000 2000 1

90 163 6,14 1000 1414 0,707
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6. Fondamental du courant absorbé par l'installation. Il s'écrit :

i'i (0) = ax cos0 + bx sin0 avec a\ et b\ définis ci-dessus.

Valeur efficace du fondamental. On a :

hMax =yja\ +b2 =>/,=/, Eff =y(a? +fc2)/2
7. Puissances réactive, déformante et non-active absorbées par l'installation. La ten
sion étant sinusoïdale et le courant périodique alternatif, on a :

U2l\ =P2 +Q2=>Q =^U2!2 - p2
Tout calcul fait on obtient :

12 <.;„2,^ U2 1 - cos(2a)
* R 2n

U1 sin2(a)
— x

R n

Par suite

N = y/S2~ P2D = y/S2-P2- Q2
Application numérique.

et

«n MA) Q(var) D(vad) W(VA)

0 8,68 0 0 0

90 5,16 637 771 1000

Remarque : Ici, il n'est pas facile de donner une interprétation physique
à Q dite puissance réactive ; aucune énergie n'est stockée dans une induc
tance ou une capacité puisqu'il n'y en a pas dans le schéma étudié. Q ne
correspond donc pas à un échange d'énergie, mais représente le saut de la
puissance instantanée à la fermeture de l'interrupteur électronique
(0 = a). En effet:

P(0) =
u2(0) 2U7

R R
(lorsque l'interrupteur électronique est fermé)

=ï p(a+) -2nQ et p(a~) = 0

sin20
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Systèmes triphasés
en régime sinusoïdal

mm

Objectifs : Savoir ce qu'est un système triphasé équilibré ou déséquilibré, direct ou
inverse en régime sinusoïdal permanent triphasé. Représenter un système triphasé tem-
porellement, sous forme vectorielle et en notation complexe.

I À savoir
• Système triphasé équilibré - Système triphasé déséquilibré

Trois grandeurs (tensions ou courants) sinusoïdales de même fréquence forment un sys
tème triphasé équilibré si elles ont même valeur efficace et sont déphasées entre elles
de 2ti/3 rad soit 120°. Autrement, elles forment un système triphasé déséquilibré.

• Système direct - Système inverse

Le système triphasé (81,82,83) est dit direct si #3 est en retard de phase de 2n/3 rad
sur g2 qui est en retard de phase de 27C/3 rad sur g\. Autrement, le système est dit
inverse.

• Représentation temporelle d'un système triphasé équilibré direct (Fig. 15.1)

1 81 (0 =GMax COS (Cût), g2(t) =GMax COS (COt - —J,g3(t) =GMax COS Icot - —\

$ • Représentation vectorielle d'un système triphasé équilibré direct (Fig. 15.2)
•c

I Le module est égal à la valeur efficace G (voir fiche 3).

Gx = [G;0],G2 = G; —— L G3 = G; —— avec G =
V2

• Représentation complexe d'un système triphasé équilibré direct

Le module est égal à la valeur efficace G (voir fiche 4).

:47T
TGj_ =[G ;0] =G, G2 =\g ;-^1 =Ge_j2r, G3 =\g ;-^1=Ge_j
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Figure 15.1 Représentation temporelle d'un système triphasé équilibré direct

^\ Sens trigonométrique

Figure15.2 Représentation vectorielle d'un système triphasé équilibré direct

• Propriété

La somme des trois composantesd'un système triphasé équilibré (8x,82,83) est nuUe
à tout instant.

Vf,gi +82 + 83 = 0<=^ (?x + G^ + G\ = ~$ <=*• Gx_ + G2 + G3 = 0

Il Compléments
Pour simplifierécritureset calculs, on note a l'opérateur de rotation de -f120°. On a
les propriétés suivantes :

:$26 Électricité en 19 fiches : régimes sinusoïdal et non-sinusoïdal



;2n ;4n
a = eJT = e_JT

2 - ! -j3?
ût = a = - = e J T

a
q} = \

l+a+a2 =0 a-a2 = +]V3

l-a = -v/3e"j5 \-q} = y/3él

;^l r, 2^n
D'où : a = eJT" = 1 ; —

•a-[i;?]"[0=«-[0;?]-[o;^]-fi

Ainsi, en notation complexe, un système triphasé équilibré (Gi,G2,G3) s'écrit

(Gx,a}Gx,aGx) s'il est direct, et (Gx,g_Gx,a2Gx) s'il est inverse.

III Mesures

Un circuit élémentaire de repérage des phases a été présenté en exercices, fiche 3 par
la représentation de Fresnel, et fiche 4 par les nombres complexes.

Principe de détection d'inversion
de phases

Soit le systèmetriphasééquilibrédirect (G\,G2,G^) tel que :

Gi=G , G2 = Ge-JT et G3 = Ge_j"T = GeJT avec G = Max

Le principe de la détection d'in
version de phases est donné
(Fig. 15.3). L'étude vise à établir
les expressions prises par la sor
tie 5 pour les 6 branchements
possibles de Gp, Gq et Gj_ sur

les 3 phases G±, G2 et G3.
1. Exprimer la sortie 5 en fonc
tion de Gp, Gq et Gr.

Ga #-

G,

-i5eJ3

V2

+- >1

Figure 15.3 Principe de la détection d'inversion
de phases
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2. Exprimer la sortie S pour/? = 1, q = 2 et r = 3.
3. Exprimer la sortie S pourp = 1, q = 3 et r = 2.
4. Récapituler dans un tableau les 6 cas possibles en fonction p, ? et r. Conclure.

Solution

1. Sortie S en fonction de G^, Gq et Gr.

5= Gp^ - GqQ "jT - Gre+jT
2. Sortie 5 pour p=l,q = 2etr = 3.

;JT ,j7T / ;2JT ;JT j_;27T .;Jr\5=Gi-G2e~JT-G3e+JT=G( l-e-JTe~JT-e+J"Te+JTj

= G(l-e_j7r-e+j;r) = 3G

3. Sortie 5 pour p = 1, q =3 et r = 2.

5=Gi-Gie"JT -G2e+JT =G(l-e+J"Te"JT-e"JT"e+JTj

= G(l-ejT-e-jf) = 0
4. Le tableau (Fig. 15.4) récapitule les 6 cas possibles, les cas non encore traités pou
vant se déduire des deux traités précédemment. En conclusion, si S = 3G alors le sys
tème est direct, et si 5 = 0 alors le système est inverse.

P q r Sorties Système

1 2 3 S = 3G Direct

3 1 2 S = 3G^ Direct

2 3 1 S = 3GeHT Direct

1 3 2 S = 0 Inverse

2 1 3 S = 0 Inverse

3 2 1 S = 0 Inverse

Figure 15.4 Les 6 cas possibles.

\
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Installations
triphasées en
régime sinusoïdal

16

Objectifs : Connaître les propriétés des installations triphasées et les possibles cou
plages, étoile ou triangle, d'un récepteur linéaire. Étudier le cas d'un récepteur triphasé
linéairedéséquilibré en courant. On suppose icique le régime est sinusoïdal permanent
triphasé et, en conséquence, que les charges sont linéaires.

I À savoir
• Réseau triphasé (Fig. 16.1)

Un réseau triphasé comporte trois fils de phases et, éventuellement, un fil de neutre.

Phase 1

Ul2 Phase 2

^ U23
1/31

Phase 3
v2

v3
Neutre N

Figure 16.1 Réseau triphasé

* Tensions simples ou étoilées - Tensions composées

Lestensions simples (ouétoilées) vx, v2, V3 sontrespectivement prisesentre les phases
1, 2, 3 et le neutre N, tandis que les tensions composées mi2 = ui —v2, u2$ = v2 —v$,
"31 = t>3 —vx sont prises entre deux phases (voir Fig. 16.1).
En l'absence de défaut, on peut généralement considérer que (vx,v2,v3) et
("i2»«23»"3i) sont des systèmesde tensionstriphasés équilibrésdirects. En choisissant
vx commeoriginedes phases,on obtientalors les expressions rassemblées (Fig. 16.2)
sachantque les valeurs maximales et efficaces des tensions simpleset composéessont
reliées par :

( VMax = VV2
\u*UfAux = VMaxv3 et U = Vy/3 avec

'Max = UV2
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Pour l'écriture des expressions des tensions composées : voir les exercices des fiches
3 et 4.

Expressions temporelles Expressions complexes Système direct

CO
CD

"S.
E

"a»
to
c
.o

m
c •

' * = Wtexcosro

V2 =VMaxCOsf^f-yJ
^3=^MaxCOS^f-yJ

i Vz= Ve~l^ =a2V
l |4"
l Vb = Ve_l"3" = aV

(VL,^2,V3) =(V,a2V,ay)

co
00
s»

l
E

8
co
c
o

"co
c

Ul2 =̂MaxCOsf Wf+|j

<U23 =̂ axCOs(<Uf-JJ
/ 7*\

t/3i=tW50sl«;f-— I

r tv12 =tvejg g
J U23 =c7eH5 =a2t/12
liUbi=t/e ,"5-=aU!2

(^12.^3,^1) =
(1(52, a21^2, aUn)

Figure 16.2 Systèmes de tensions triphasés équilibrés directs

• Représentation vectorielle des tensions simples et composées
pour des systèmes triphasés équilibrés directs (Fig. 16.3)

Les tensions composées «12, «23 et M31 sont respectivement en avance de 30° sur les
tensions simples vx, v2 et U3.

trigonométrique'^ ~"—-v. >*\Sens trigor

U,

U,

, ....-""^30° V,-...]

1^120° ..--<1- /
1 ...-••• un/

! v;2=Vi-v2
: « TQ=v2-v3

~û7^v3-v,

T

Figure 16.3Tensions simples et composées- Systèmestriphasés équilibrés directs
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Dans la suite du chapitre, les systèmes des tensions (v-,, v2, v3) et (u12, 1/23. U31) sont sup
posés équilibrés et directs.

m-

• Système triphasé de courants

Les courants de ligne ix, h et i$ (voir Fig. 16.1) constituent le système triphasé
(ixMM) qui peut être équilibré ou pas en fonction de l'installation.

• Installation triphasée équilibrée / déséquilibrée

Alimentéepar un systèmede tensionstriphasééquilibrédirect, une installation tripha
sée (ensemble de récepteurs triphasés et monophasés) est dite équilibrée si les courants
de ligne constituent un système triphasééquilibré direct ; sinon, elle est dite déséqui
librée.

• Courant dans le neutre

Si les courants de ligne constituent un système triphasé équilibré alors le courant dans
le neutre est nul (/'n = 0). En conséquence, la présence d'un courant dans le neutre
indique un déséquilibre de l'installation. Mais attention, en présence de plusieurs
récepteurs couplés en étoile pour certains et en triangle pour les autres sur une même
ligne triphasée, l'absence de courant dans le neutre ne garantit pas que l'installation
soit équilibréecar le neutre n'est pas utilisédans le cas d'un couplage en triangle d'un
récepteur triphasé (voir paragraphe « Méthodes »).

Il Méthodes

En régime sinusoïdal permanent triphasé, un récepteur triphasé peut être vu comme
l'association de trois dipôles monophasés.

• Couplage étoile d'un récepteur triphasé sur le réseau (Fig. 16.4)

Chaque dipôle est relié entre une phase et le neutre. Soumis à une tension simple, il
est traversé par un courant de ligne. La loi des nœuds permet d'écrire :

'n = ix + h +13

• Récepteur triphasé représenté par trois impédances en étoile

Chaque dipôle D# est constitué d'une impédance Z^. On a :

V{ V2 V3
In = Il + II + II avec l±==T , h = = et h = =

é± Z2 ~ Z3
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/I 1 D,
m I
• L. . I

Vi

k 2 02
• 1 1• 1 _l

v2

k 3 D3
m V" ' 1• 1 ...., 1

Va

/'n
<

N
—• '

Figure16.4 Couplage étoile d'un récepteur triphasé

Dans le cas où Zx_ = Z2 = Z3, on a :

Vi a2V, , aV,
h = = , h = -^= =â2/, et h = -== = a/i_
— Zj^ — £2 ~ ~ Z3

Enconséquence, le système triphasé decourants (11 ,i2J3) est équilibré direct, et on dit
qu'un tel récepteur est équilibré. Le courant dans le neutreest bien sûr nul :

/n = A+/2 +/3 = AU + â2 + a) = 0

• Récepteur triphasé représenté par trois modèlesde Thévenin en étoile

Chaque dipôle Dk est constitué d'une impédance Z* et d'une source de tension £* en
série. On a :

Vx-Ex , V2-E2 V3-E3
In = h + h + h avec h = =7; , h = — et 13 =

Dans le cas où Z± = Zg = Z3, £2 = a2£i, £3 = aE±, on a :

Vx-Ex . a2(Vi-£,) „_ . a(Vx-Ej)

Z3

=- = a2/, et I3 = ~ ~ = S/l
Z2 — — Z3

Enconséquence, le système triphasé decourants (ix ,12,1*3) est équilibré direct, et ondit
aussi qu'un tel récepteur est équilibré. Lecourant dans le neutre est biensûr nul :

/n = h + h + h = AU + a2 + a) = 0
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• Couplage triangle d'un récepteur triphasé sur le réseau (Fig. 16.5)

Chaque dipôle est relié entre deux phases du réseau. Les tensions appliquées aux
bornes des dipôles sont les tensions composéesdu réseau, et les courants de ligne sont
différents des courants de branche (ou de phase) dans les récepteurs. La loi des nœuds
permet d'écrire :

h = J\~ J3

h = )2 - j\
h = h —32

et /i-r-/2 + '3 = 0 (car il n'y a pas de fil de neutre).

<=>

h h °1
.> W —- 1 i

^

"12

'2 h *
-> V —- i i

V

U23

k h °*
*> w ^ 1 1

1^1

Figure 16.5 Couplage triangle d'un récepteur triphasé

• Récepteur triphasé représenté par trois impédances en triangle

Chaque dipôle D* est constitué d'une impédance Z*. On a :

f/_12 U23 Uh\_
h.= ~ï~ ' h. —~^~ et h. —t~

±± ±2 £3

if Dans lecas où Z^= Z2 = Z3, ona :
c
3

S Ul2 a2i7i2 , ac7i2
«8 J\ = = , J2 = —E= = azJx et 73 = -^= = §7i
g — ?± — %1 ~ ~ %1 ~
3
es

g Le système triphasé de courants (jx ,j2,j3) est donc équilibré direct. D'où
o

'§• ^ = ^-^=(1- aM qui s'écrit aussi h = JxV3e ""J7*"/6
o

t ^ = ^-^L=(a2-l)yL = a2(l-a)yi = a2/L

^ h = J3-J2 = (*-a2)Ji = à(l-a)Ji = àh
c

Q avec (tout calcul fait) /,=(!- a)UX2/Zx = 3Vi/Z,
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En conséquence, le systèmetriphaséde courants (ii,i2»'3) est équilibrédirect, et on dit
qu'un tel récepteur est équilibré. Les courants de ligne ix, h et h sont respectivement
en retard de 30° sur les courants de phase jx,j2 ety'3, et les valeurs maximales et effi
caces sont reliées par :

^Max = ^MaxV 3 et I = Jy/3 I *^Max = ^
l -^Max = ^v 2

• Récepteur triphasé représenté par trois modèles de Thévenin en triangle

Chaque dipôle D* est constitué d'une impédance Z* et d'une source de tension £* en

série. On montre similairement que, dans le cas où Zx_ = Z^ = Z3, £2 = a2£j_ et
£3 = a£i, le récepteur est équilibré.

• Diagrammes de Fresnel pour une charge triphasée équilibrée (Fig. 16.6)

J
-• "iSource "1Charge

'lUgno — 'iCharge

r Charge

Quel que soit le couplage

^Source- ^Charge ~ *P

Figure 16.6 Diagrammes de Fresnel - Charge triphasée équilibrée

• Schéma monophasé équivalent

Dans le cas d'une installation triphasée linéaire équilibrée en tensions et en courants,
on peut se ramener à un schéma équivalent monophasé (Fig. 16.7) entre phase et
neutre. Ceci est valable quel que soit le (les) couplage(s) de la (les) charge(s) consti
tuant l'installation.

V Remarques :

- Avec le schéma monophasé équivalent, les schémas sont plus simples.
Les grandeurs V_ et / sont toujours accessibles et mesurables (voir
fiche 17, « neutre artificiel »). Attention à ne pas oublier les multipli
cations par 3 pour les puissances.
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La détermination des éléments du schéma équivalent s'effectue géné
ralement par des essais triphasés (à vide, en court-circuit, rotor bloqué,
etc.). Il faut donc faire attention au passage de l'essai en triphasé au
modèle monophasé.
Pour une installation équilibrée (tensions et courants), le schéma tri
phasé en étoile, d'impédance Z entre phase et neutre, est équivalent
au schéma triphasé en triangle d'impédance 3 x Z entre phases. En
effet, pour un récepteur couplé en triangle (voir ci-dessus), I± peut
aussi s'écrire :

h = d -a)t/,2/Z, = 3Vx/Zx = Vx/(Zx/3)

Schéma triphasé en étoile

L 1 z
-»—•—I I—i

<

v,

il 2 Z
-s> • 1 I

«<

il 3 Z
-* • 1 I

<

iN N —

Schéma triphasé en triangle

lA J, 3Z

•> w — i i

y»

il Jz 3Z
. ^ i i

* % '-' "

H»

U i 3Z
i •> 1 1

f c '
y*

<=>

1 p z
Schéma monophasé équivalent

P=3Wcos(p

i

V

w 1 1

N

Q=3Wsinq>
S=3W

fP= P/S= cos (p
V=Zx /

(p=f/,\7)=Arg(Z;

Figure 16.7 Schémas équivalents pour une installation triphasée linéaire
équilibrée en tensions et en courants

\

/\
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Récepteur triphasé

On alimente par le réseau triphasé équilibré 230/400 V, 50 Hz, neutre sorti, un récep
teur triphasé constitué de trois dipôles couplés en étoile (voir Fig. 16.4).
1. Les trois dipôles sont des résistances égales àR = 150 Q.
1.1. Calculer les valeurs efficaces des courants de ligne h, h, h et celle du courant
dans le neutre /n-
1.2. En supposant le neutre coupé, recalculer les valeurs efficaces des courants h, h,
h et 7N.
2. Les dipôles Di et D2 sont des résistances égales à R = 150 Cl et le dipôle D3 est
un condensateur C tel que Zc = R à 50 Hz.
2.1. Calculer les valeurs efficaces des courants de ligne h, h, h et celle du courant
dans le neutre /n.
2.2. En supposant le neutre coupé, recalculer les valeurs efficaces des courants h, h,
h et In, ainsi que les tensions aux bornes des dipôles. Conclure.

Solution

1. Les trois dipôles sont des résistances égales à R = 150 Q.
1.1. Le système triphasé de tensions (vx,v2,v$) étant équilibré direct, le système tri
phasé de courants (/1,12» 1*3) est aussi équilibré direct car les trois résistances sont
égales (voir paragraphe « Méthodes »). En conséquence, les courants de ligne ont
même valeur efficace et le courant dans le neutre est nul.

/, = h = h = I = -
K

1,53 A et 7N = 0A

1.2. Puisque /n = 0 A, que le neutre soit coupé ou non ne change en rien les valeurs
efficaces des courants de ligne.
2. Les dipôles Dx et D2 sont des résistances égales à R = 150 Q et le dipôle D3 est
un condensateur C tel que Zq = R à 50 Hz (Fig. 16.8).

/, 1 FI

2

1 1
M

R

^ 1—0

3

1

Vz

\

k c
II

1

Vz

in
<

N
—•—

II

Figure 16.8 Schéma avec neutre relié
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2.1. Les courants de ligne ont la même valeur efficace puisque les éléments ont la
même impédance Zc = R = 150 Q et sont soumis à la même tension efficace
V = 230 V. D'où :

/, =/2 = /3 = / = -«l,53 A
A

En prenant la tension v\ (t) pour origine des phases et en appliquant la loi d'Ohm aux
bornes de chaque élément, on a :

I == =- =1 I == =^= a2/ /= = = ~— = a- = a7-~ R~ R~ '-" R R ~ Ct- Zç Zce_jf J~* J"
En appliquant la loi des nœuds en N, on peut écrire :

In= Il+Il+Il= 0 + â2 + jâ)/
La Fig. 16.9 montre la représentation de Fresnel. Une mesure sur ce diagramme ou
l'utilisationde la calculette donnent : /n ^ 2,17 A et Arg(^) «s —105°.

Calcul littéral. Comme 1 -f- a + q2 = 0, /n peut aussi s'écrire :

fc-_rt,-j)/ =-ei*xV5x(^-J!)x/
= y/2 x e~j7r x ejï xe"jf x 7

Soit finalement

•m [In = V2x / = V2x V7/?%2,17A
7N = \^xe~J"T2- x 7=^ |
— I Arg(7N) = -7;r/12 rad = -105°

/\ v*
/ \

"*\
\

/ ^ \

À ï \ v,

\ 1/
/A^105o /

\*V / •/
\ rf\ m **^£ J ,/''

\

, V2 / 1 ~~~—""*" /

M ' ~^=l+ïl+T3

Figure 16.9 Diagramme de Fresnel
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2.2. Si le neutre est coupé, la loi des nœuds s'écrit :

h+I2 + h = 0

, Vj-Von , V2-V0N r V3-V0N n ^
avec 7| = w , 72 = — ,, et 73 = — ou Zc = -}R

R R Zc
D'où

Vx + V2 - 2V0N + j(V3 - V0N) = 0

Comme V2 = a2Vi et V3 = aVi, on obtient

V,(l+a2-r-ja) = VoN(2+j)
Et finalement

Von = V,
l+a2+ja

2+j

L'utilisation de la calculette donne : Von ^ 145,5 V et Arg(VpN) «s —131,6°

Calcul littéral. Vqn peut aussi s'écrire :

^N =-^i^=/fe^+*-T—i) xYl
t Von = 230 x V2/5 « 145,5V

l Arg(VbN) %-2,3 rad %-131,6°
La tension entre O et N n'est donc pas nulle ! On en déduit alors les courants de ligne :

V, - Von
= (2,18 + 0,73 j) A = [2,29 A ; 0,32 rad]

= (-0,12 - 0,60j) A = [0,61 A; -1,77 rad]

. = (-2,05 - 0,12 j) A = [2,06 A ; -3,08 rad]
—J*

Tensions aux bornes des dipôles :

RxI1=Vx_-VgN = (326,5+ 108,8j) V = [344,2 V ; 0,32 rad]

RxI2 = V2-Von = (-18,5 - 90,3j) V = [92,2 V ; -1,77 rad]

ZçxI1=V1-Vm = (-18,5 + 308j) V = [308,6 V; 1,63rad]

En conclusion, les dipôles dans chaque phase ne fonctionnent plus sous leur tension
nominale.
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Système déséquilibré
par un incident

On alimente par le réseau triphasé équilibré 230/400 V, 50 Hz, avec neutre, trois
dipôles identiques couplés en étoile (voir Fig. 16.4), chaque dipôle étant constitué
d'une résistance R = 33 Q en série avec une inductance L = 200 mH.

1. Exprimer et calculer le courant complexe h de ligne.
2. Exprimer et calculer le courant complexe In dans le neutre si, à la suite d'un inci
dent, l'inductance d'un des dipôles est court-circuitée.

Solution

On prend la tensionsimple Vj_ commeréférence des phases.
1. Courant complexe Ix

Soit

D'où

Z = J R2 + (Lcû)2 ^ 11Q.
Z = R +}Lco = Ze& = [Z ; <p] => {
~ <p = arctan(Lco/R) « 1,09 rad « 62,3°

Z « (33 + 62,83})Q % [71Q ; 1,09 rad]

^-Y^^-Zelï V, r " ::,24A;-l,09rad]
Z r '

;-<p\ « [3,:

2. Si une inductance est court-circuitée, le récepteur est déséquilibré et le courant dans
le neutre n'est plus nul. On suppose l'inductance du dipôle branché entre la phase 1 et
le neutre court-circuitée.

Loi d'Ohm :

/- = -- 7- = -a2— I- = -aV
S — R R' — Z ~ Ze'w — Z ~ZeW

-§
g Loi des nœuds :
3

Q.
O

£ Tout calcul fait, on obtient :
o

f 7_n %(5,46 +2,87 j) A%[6,17 A;0,48 rad]
i

"8
c
3

Q

©
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Puissances

en régime sinusoïdal
triphasé

Objectifs : Calculer et mesurer la puissance absorbée par un circuitélectrique linéaire
en régime sinusoïdal permanent triphasé.
On se reportera à la fiche 6 pour la définition des puissances et le théorème de
Boucherot, et aux fiches 15 et 16 pour les principes des systèmes triphasés et les sché
mas des couplages étoile et triangle d'un récepteur.

I À savoir
Le théorème de Boucherot est applicable. En conséquence, les puissances actives
d'une part, et réactives d'autre part, consommées par les dipôles s'ajoutent ou, dit
autrement, les puissances apparentes complexes consommées par les dipôles s'ajou
tent.

II Méthodes

• Si le récepteur triphasé n'est pas équilibré ou n'est pas alimenté sous un système
de tensions équilibré, seules les formules générales sont applicables (Cas général
Fig. 17.1). On note respectivement :

<Pi = <*vi —«/i, <P2 = &v2 —or/2, <P3 = <Xv3 —a/3 les déphasages entre les tensions
simples v\, v2, v3 et les courants de ligne i], i2, «3 ;

*i = ««12 —«/i »*2 = û:U23 —or/2, ^3 = orU3i —or/3 les déphasages entre les ten
sions composées «12, «23, «31 et les courants de phase jx, j2, y'3.

| • Si lerécepteur triphasé est équilibré etalimenté sous un système de tensions équi-
i libre (=^ système de courants équilibré) alors les formules se simplifient (Cas
! équilibré Fig. 17.1). On a :

V = Vx = V2 = V3 U = Ul2 = U23 = U3x

j I = /, = I2 = h J = J{=J2 = J3
\ <P = <PX = <P2 = <P3 * = *1 = *2 = *3 (et (p = *)
I U= VV3 J = Iy/3
!
s.
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Cas Récepteur couplé en étoile Récepteurcoupléen triangle

Puissance apparente
complexe S

en volt-ampères (VA)

Puissance active

ou moyenne P
en watts (W)

Puissance réactive Q

en volt-ampère-réactifs
(var)

Puissance apparente S
en volt-ampères (VA)

Facteur de puissance

général

équilibré

général

équilibré

général

équilibré

général

équilibré

général

équilibré

S = Si+S2 + Sa = P + jQ avec

S1=V1x±
§2=VgX |
S3=V3X l3

S = 3Wei*' S = 3^6»*

P = pMoy = Pi + P2 + P3 = Re(S) avec

Pi = tVicos0>i

P2 = V2/2COSV2
P3 = V3/3COSP3

P = 3Vlcos<p

= y/3Ulcos<p

P-\ = L/^c/lCOS*!

P2 = (723i£COS^

^3 = U3i^COS4*î

P = 3iyJcos*

= \/3L//cos*

Q= 01 + 02 + 03 = lm(S) avec

Q2 = V2/2sin#>2
Q3 = V3/3sin^

Q = 3V7sinip

= y/3Uls\n<p

Qt = L/^sinty

Q2 = L^3^sin^2
Q3 = L^sin^

Q = 30/sin*

= v/3L//sin*

s = Vpz + g2 = |s|

(Attention ! S i S^ + Sz + S3)

S = 3W

= V3UI

fp = cos<p

P

S = 3UJ

= y/3UI

fP = cos*

Figure 17.1 Puissances en régime sinusoïdal triphasé (convention récepteur)

III Compléments
Si le système est équilibré en tension et en courant, la puissance instantanée pour un
couplage étoile p = vxix + v2i2 +• U3/3 est égale kp = 3V/cos^ qui est la puissance
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active. De même, p = ux2jx +• U23J2 + «3173 est égale àp = 3UJ cos * pour un cou
plage triangle. Autrement dit, la puissance fluctuante (voir fiche 6) est nulle ce qui
constitue un avantage important pour les machines triphasées : ces dernières fourniront
ou absorberont un couple constant (pas de couple fluctuant alternativement freinant
puis entraînant), d'où pas de vibrations ou résonances mécaniques.

IV Mesures

• Création d'un neutre artificiel

Si on dispose d'une ligne à trois fils (sans neutre), on peut toujours créer un point
neutre artificiel en connectant en étoile trois résistances égales de grande valeur - typi
quement 100 kCl - (Fig. 17.2). Ainsi, le point neutre d'une installation triphasée est
toujours accessible à la mesure. Certains wattmètres intègrent ce montage.

2 m

3—± ± 1-
R R R

4—y—y

Figure 17.2 Création d'un neutre artificiel

• Utilisation d'appareils triphasés

Puissancemètre numérique triphasé

Ce type d'appareil intègre un grand nombre de fonctions : puissances active, réactive,
et apparente, facteur de puissance, tension et courant efficaces, fréquence, etc.
(voir fiche 6). Selon l'appareil, la mesure peut se faire sur un système équilibré ou pas.

• Utilisation de wattmètres monophasés

On montre que la puissance apparente complexe évaluée sur la ligne d'alimentation
s'écrit :

SLigne = Schaige = Vj X7[+ V2 Xg + V3 X7J

D'OÙ : PLigne = ^Chaigc = Vi /j COS (px + V272 COS <p2 + V373 COS (Pi

ÔLignc = ÔCharge = VXh sin??, + V2/2sinp2+ V373 sin^3
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%
En conséquence, on mesure les puissances absorbées par l'installation sur la ligne
d'alimentation.

Mesure de la puissance active (Fig. 17.3)

Pi, P2 et P3 sont respectivement les valeurs indiquées par les wattmètres Wx, W2 et
W3. On suppose le système des tensions (vx,v2,v3) équilibré direct.

Nï
N

Montage
à trois

wattmètres

Montage
à deux

wattmètres

Montage
à un

wattmètres

Schéma

-t©

bâ

i0

£' co
co a
•c •£

Puissance active

P = P1 + P2 + P3

P = Pi + P,

P = 3P!

Conditions

de validité

Charge
équilibrée (*)

ou pas.

Ligne à 4 fils.

Charge
équilibrée (*)

ou pas.

Ligne à 3 fils ou
courant nul dans

le neutre.

Charge
équilibrée (*)
seulement.

Ligne à
3 ou 4 fils.

(*) Charge équilibrée signifie que le système de courants est équilibré, le système de tensions étant supposé

équilibré.

Figure 17.3 Mesure de la puissance active

Mesure de la puissance réactive (Fig. 17.4)

Pi, P2 et P3 sont respectivement les valeurs indiquées par les wattmètres Wx, W2 et
W3. On suppose le système des tensions (vx,v2,v3) équilibré direct.

Mesure du facteur de puissance

Si on ne dispose pas d'une pince multi-métrique, on détermine le facteur de puissan
ce à partirdes mesures des puissances par :/p = P/S = P/y/P2 + Q2.
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Montage
à trois

wattmètres

Montage
à deux

wattmètres

Montage
à un

wattmètre

(monté
en varmètre)

Schéma

^0
fâ

Puissance réactive

0 =
P^+P2 + P3

x/3

Q=y/3^-P2)

Q=y/3Pï

Conditions

de validité

Charge
équilibrée (*)

ou pas.

Charge
équilibrée (*)
seulement.

Charge
équilibrée (*)
seulement.

(*) Charge équilibrée signifie que le système de courants est équilibré, le système de tensions étant supposé

équilibré.

Figure 17.4 Mesure de la puissance réactive

Système déséquilibré
par un incident

On alimente par le réseau triphasé équilibré 230/400 V, 50 Hz, avec neutre, trois
dipôles inductifs identiques de résistance R = 33 Cl et d'inductance L = 200 mH,
couplés en étoile (voir fiche 16, deuxième exercice).
1. Calculer les puissances active et réactive consommées par le récepteur.
2. On réalise un montage à 2 wattmètres. Calculer les indications des deux appareils.
3. Calculer les puissances active et réactive consommées par le récepteur si, à la suite
d'un incident, l'inductance d'un des dipôles est court-circuitée.
4. A-t-on le droit d'utiliser la méthode des 2 wattmètres pour mesurer ces puis
sances?

5. Onveutrelever le facteur depuissance durécepteur (équilibré) à cos<p' —0,93 en
connectant trois condensateurs identiques entre phases. Calculer leur capacité.
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Solution

1. On applique le théorème de Boucherot :

P = pl + p2 + p3 = 3RI2 etQ = Qx + Q2 + Q3 = 3LcoI2

Si / ^ 3,24 A (voir fiche 16, solution du deuxième exercice), on a :

P «s 1040 W et Q « 1 980 var.

Remarque : Si on donnait la résistance r entre deux phases (et celle-ci
est toujours mesurable en pratique), la puissance active serait donnée par :

3
P = -ri2. Cette formule est valable quel que soit le couplage du récep-

i ^ i

teur triphasé équilibré.

2. Les puissances actives mesurées avec la méthode des deux wattmètres sont :

Px = Ux3h cos (Tx,Û~x\) et P2 = U23I2cos ÇhJJ^) (voir Fig. 17.3)

avec : Uï3 = U23, /, = I2, (7^) = (îtM) + (VÎ,£/£) =<p-n/6* 32,3° et

(X,ÛÎ3) = ("É, V^) + (ïî.âS) = <p +7t/6* 92,3°
D'où : Px « 1 091 W et P2 « -51 W.

La puissance active P2 est négative car le facteur de puissance de la charge inductive
est inférieur à 0,5.

Autre solution utilisant les relations de la méthode des deux wattmètres. On a :

P = Px + P2

Q = V3(P, - P2)

P1 = i(/> +0/V3)«lO91W

/,2 =^(/>-ô/V3)«-51W
« 3. Si une inductance est court-circuitée, le récepteur est déséquilibré. On suppose l'in-
I ductance du dipôle branché entre la phase 1 et le neutre court-circuitée. On applique
§ le théorème de Boucherot :
c

f p = />, + P2 + P3 = R(I2 + 2/2) et Q= Q2 + Q3 = 2LcoI2
o

t V V
% avec Ix = —courant dans la phase 1,et / = —courant dans les phases 2 et 3.

IS Si /i « 6,97 A et / % 3,24 A (voir fiche 16, solution du deuxième exercice), on a :
C

@ P *s 2296 W et g** 1319 var.
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4. On ne peut utiliser la méthode des 2 wattmètres, ni pour mesurer la puissance acti
ve car le courant dans le neutre n'est pas nul, ni pour mesurer la puissance réactive car
la charge n'est paséquilibrée.
5. Le facteur de puissance du récepteur est/p = P/S = P/y/P2 + Q2 «* 0,46. On
applique le théorème de Boucherot :

j P' =P+PC
\Q'=Q + Qc

P(tzn<p —tancp')

avec Pc=0, Q = Ptan<p et Qc = -3CcoU2

D'où: C =
3coU2

10_5F soit C « 10pJF

Installation déséquilibrée
élémentaire

Une installation de chauffage est constituée selon le schéma (Fig. 17.5) où
R = 143 Cl. On n'a représenté qu'un tiers du montage de mesure.
1. Calculer la valeur efficace des courants, les puissances dissipées dans les résis
tances et la puissance totale dissipée dans la charge.
2. Construire le diagramme de Fresnel.
3. Calculer les puissances actives et réactives mesurées sur la lignepar les appareils.
Conclure.

Figure 17.5 Installation

v
.

'w/V/Wa\ R
K II )a

>
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Rà A

«a-3
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°> i

"« un

>

é <

N
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Solution

U
1. Ix = l2 = / = — « 2,78 A et PRl = PR2 = RI2 « 1 110 W

R

Puissance totale dissipée dans la charge : P = 2Prx « 2220 W

h=^(-Ux3-U^)
(V146 Électricité en 19 fiches : régimes sinusoïdal et non-sinusoïdal
L.



avec Ux3 =[u ;-|] =-(^3 -j) et (J* =[u ;-|] =-jU
Uy/3 2nD'où: Z3 =^(-V3 +3j) =

R ' 3
soit/3 ^4,82 A

2. Diagramme de Fresnel (Fig. 17.6).

Sens trigonométrique

Figure 17.6 Diagramme de Fresnel

3. Puissances actives.

Px = VI coscpx avec cpx = 7r/6 rad soit Pi *»555 W

P2 = VI cos^?2 avec <p2 = —n/6 rad soit P2 ^ 555 W

P3 = VI3 cosç?3 avec cp3 = 0 soit P3 « 1 110 W

Au total, Pi + P2 + P3 = 2220 W = P
Puissances réactives. Le wattmètre W2 mesure le produit scalaire :

i/12 • Ix = Uxih cos(-cpx + n/2) = V3 x VIX sin(pi) = V3 x Qx

On a : Qx = V/sin^i = 332 var

Ô2 = V'/ sin^>2 = —332 var

Q3 = VI3 sin ^3 =0 var

Au total, Qx + Q2 + Q3 = 0 var

*è

À
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Champs tournants

Objectifs : Connaître les procédés de création d'un champ magnétique tournanten régi
me sinusoïdal triphasé équilibré.Comprendre le principede fonctionnement des machines
alternatives triphasées synchrones et asynchrones.

I À savoir
• Création d'un champ tournant

Il existe deux procédés :
- la mise en rotation d'une « roue polaire », c'est-à-dire d'un aimant permanent ou

d'un bobinage alimenté en courant continu, et
- l'alimentation d'un bobinage triphasé fixe par un système triphasé sinusoïdal

équilibré (voir théorème de Ferraris ci-dessous).

• Théorème de Ferraris

Soient trois bobinages, dont les axes Oxx, Ox2 et Ox3 sont décalés entre eux de
27T/3 rad (Fig. 18.1), alimentés par un système triphasé équilibréde courants :

«l(0 = /MaxCOS(a)0

«2(0 = W cos (cot - 2n/3)

l «3(0 = W COS (Cût - 47T/3)

Chaque bobinage crée dans la direction de son axe un champ magnétique :

H\ (t) = #MaxCOS (cot) X Uxl

H2(t) = //Max cos (cot - 2n/3) x ux2

. H3(t) = HMax cos (cot - An/3) x ux3

où Mjci, ux2 et ux3 désignent respectivement les vecteurs unitaires sur les axes Oxx,
Ox2 et OX3.
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On montre alors que le champ résultant H(t) = Hx(t) +• H2(t) + H3(t), de module
constant 3//Max/2, tourne à la vitesse angulaire dite vitesse de synchronisme £2$ = co
dans le sens inverse.

Figure 18.1 Bobinage triphasé

Généralisation : Dans le cas d'un bobinage triphasé multipolaire
(p paires de pôles) alimenté par un système triphasé sinusoïdal équilibré,
le champ tourne à la vitesse de synchronisme C2s = co/p.

Remarques :
- En permutant deux phases, par exemple les phases 2 et 3, on inverse

le sens de rotation du champ.
- En pratique, le bobinage, réparti autour du stator, permet d'obtenir I

i une répartition sinusoïdale du champ dans l'entrefer. Ce champ est j
! radial et prépondérant sur le champ dans les parties ferromagnétiques
| (MAir </^Fcr) •

• Fém induite

Un champ 2p -polaire tournant à la vitesse Q devant un bobinage fixe monophasé y
induit une force électromotrice e(t) (loi de Lenz-Faraday) alternative sinusoïdale de
pulsation co = pQ (ou de fréquence / = co/2n). La valeur efficace de cette tension
est : E = KNf&Mnx où N est le nombre de conducteurs actifs du bobinage,/la fré
quence (en Hz), 4>Max le flux maximal sous un pôle (en Wb), et K un coefficient voi
sin de 2 qui dépend de la machine. Pour un ensemble de 3 bobines identiques (on
passe de l'une à l'autre par rotation successive de 2n/3p), c'est un système de trois
tensions alternatives sinusoïdales triphasées équilibrées qui est induit.
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• Transfert d'énergie dans l'entrefer de la machine

On considère un champ tournant Hr, 2p-polaire, à répartition sinusoïdale tournant à
la vitesse Q, et un bobinage triphasé, tel que défini ci-dessus, alimenté par un systè
me triphasé équilibré de courants 0"1,121/3) de pulsation co.
Cet enroulement crée un champ tournant Hb à la vitesse co/p ; il est le siège d'un sys
tème triphasé équilibré de fém (ex,e2,e3) induites par le champ tournant //r, et donc
d'une puissance électromagnétique instantanée p(t) = exix + e2i2 + e3i3.
La valeur moyenne de cette puissance (et donc du couple électromagnétique corres
pondant) est non-nulle à condition que Q = co/p ; pour qu'il y ait transfert de puis
sance électromagnétique entre le champ tournant et le bobinage, il faut que les deux
champs tournants Hr et H& soient synchrones.

Il Compléments :
principes des machines alternatives

Les machines synchrones ou asynchrones assurent une transformation réversible entre
énergie mécanique et énergie électrique.

• Machine synchrone triphasée

L'inducteur, situé généralementau rotor, est un aimant (petites machines), ou un bobi
nage alimenté en courant continu : il crée un champ tournant 2p polaire.

- Fonctionnement en générateur : la roue polaire, entraînée à la vitesse Q (turbine,
moteur thermique), induit des fém dans le bobinage triphasé statorique. Celui-ci
étant fermé sur une impédance triphasée, des courants induits de pulsation
co = pQ circulent et créent (Ferraris)un champ tournant statorique à la pulsation
^s = o)/p = Q : les deux champs sont bien synchrones. La puissance méca
nique d'entraînement est transférée au stator sous forme électrique ; le couple
électromagnétique est résistant et s'oppose à l'emballement du dispositif d'en
traînement.

- Fonctionnement en moteur : le stator, alimenté par un système triphasé équilibré
de tensions à la pulsation co, crée un champ tournant à la vitesse Qs = o)/p. Si
le rotor tourne à la vitesse Q = Qs, alors il y a échange d'énergie. La puissance
électrique reçue du réseau d'alimentation est transférée au système mécanique
entraîné par le rotor. Le moteur est dit synchrone car sa vitesse est constante et
ne dépend pas du couple résistant opposé par le système entraîné. Le couple élec
tromagnétique est moteur. Le transfert de puissance ne pouvant se faire qu'à la
vitesse de synchronisme, ce moteur ne peut démarrer spontanément. Il faut donc,
par exemple, lui adjoindre un variateur de fréquence qui permettra aussi de faire
varier sa vitesse.
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Machine asynchrone triphasée
M

Le stator (inducteur), constitué d'un bobinage triphasé est alimenté par un système tri
phasé équilibré de tensions à la pulsation co et crée (Ferraris) un champ tournant au
synchronisme i?s = <*>/P- Le rotor, bobinage triphasé en court-circuit (rotor bobiné),
est donc le siège de courants induits qui s'opposent à la cause qui leur donne naissan
ce : la variation de flux du champ statorique au travers des bobinages rotoriques. Un
couple est ainsi engendré et le rotor tourne dans le sens du champ tournant (pour mini
miser la variation de flux) à une vitesse C2 (par rapport au stator) inférieure à Q$. Le
glissement, défini ci-dessous, ne peut pas être nul pour qu'il y ait échange d'énergie
entre le stator et le rotor.

£2s-&
g =

Le rotor voit défiler le champ statorique à la vitesse relative (par rapport à lui-même)

&Re i = &s —C2 = g£2$- Des courants de pulsation corc x= P&Rc i = gP&s = go, y
sont induits. Un champ tournant à la vitesse J2rc i = corc i/p par rapport au rotor est
créé (Ferraris). Par rapport au stator, ce champ glisse donc à la vitesse (composition
des vitesses) :

^Re i + C2 = (Qs - C2) + Q = Ï2S

Les champs statorique et rotorique sont bien synchrones : il peut donc bien y avoir
transfert d'énergie dans l'entrefer. Le couple électromagnétique est moteur.
Le moteur à cage se comporte comme le moteur à rotor bobiné. Il est le plus répandu
car il est robuste, peu coûteux et démarre spontanément. Sa vitesse se règle avec un
variateur de fréquence.
En génératrice, cette machine est de plus en plus utilisée (éoliennes) mais elle a besoin
d'énergie réactive pour fonctionner.

Principales vitesses de synchronisme

Calculer les 5 premières vitesses de synchronisme en tr/s et en tr/min pour une fré
quence de 50 Hz.

Solution

co

&s = — en rad/s
P

n$ = — en tr/s
P

P 1 2 3 4 5

ns (en tr/s) 50 25 16,7 12,5 10

ns (en tr/min) 3 000 1 500 1 000 750 600

\
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Machines synchrone
et asynchrone

1. Soit une machine synchrone utilisée en alternateur. On veut/ = 50 Hz. Calculer
la vitesse de rotationde la turbine pourp = 1 ou p = 2 (turbo alternateur de centrale
thermique conventionnel ou nucléaire) ou p = 28 (groupe hydraulique).
2. Pour un moteur asynchrone, on a mesuré n = 720 tr/min au fonctionnement nomi
nal à/ = 50 Hz.
2.1. Calculer le nombre de pairesde pôles et le glissement.
2.2. Dans le cas d'un pilotagescalaire (U/f = este), le glissement ne dépend que du
couple résistant. Calculer la vitesse de rotation pour/ = 20 Hz, 40 Hz, 60 Hz au
couple nominal.

Solution

1. On applique ns = f/p en tr/s

P 1 2 28

ns (en tr/s) 50 25 1,78

ns (en tr/min) 3 000 1500 107

2.1. D'après l'exercice 1, la vitesse de synchronisme immédiatement supérieure à
n = 720 tr/min pour/ = 50 Hz est ns = 750 tr/min, ce qui correspond à p = 4. Le

glissement est égal à g = =0,04 soit 4 %.
ns

2.2. On a n = «s(l —g) avec g = 0,04 au couple nominal.

/(en Hz) 20 40 60

ns (en tr/min) 300 600 900

n (en tr/min) 288 576 864
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Régime
non-sinusoïdal
triphasé - Puissances

Objectifs : Calculer et mesurer les différentes puissances d'un circuit électrique en régi
me périodique triphasé et connaître les problèmes liés à la présence de charges non-
linéaires (voir fiche 1). On se reportera aux fiches 6,14 et 17 pour la définition des puis
sances, les mesures et le théorème de Boucherot, et à la fiche 12 pour le développement
en série de Fourier d'un signal périodique.

I À savoir
• Puissances dans le cas général où les tensions et les courants sont périodiques,

les systèmes de tensions et de courants étant équilibrés ou pas (Fig. 19.1)

Notations :

vx, v2 et v3 sont les tensions simples

i\, i2 et i3 sont les courants de lignes

Unité Définition

Puissance instantanée watt (W) p = vxix +v2i2+-v3i3

Puissance active ou moyenne watt (W) P = PMoy = (p)

Figure 19.1 Puissances (convention récepteur) - Cas général

• Puissances et facteur de puissance dans le cas fréquent où les tensions sont
sinusoïdales et les courants périodiques alternatifs, les systèmes de tensions et
de courants étant équilibrés (Fig. 19.2)

Notations :

V est la valeur efficace des tensions simples vx,v2,v3

vq = vV2cos [(cot - 2(q - l)n/3) + aVx] pour q = 1,2,3
/ est la valeur efficace des courants de lignes ix, i2, i3

oo

iq =^I\toJ2cos[n(cot - 2(q - \)n/3) +anHn] pour q= 1,2,3
/!=!
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i=M=
N

+00

/j 7^, (courant périodique alternatif)
n=X

/hi est la valeur efficace du fondamental (harmonique 1) de ix, i2, i3
cpHX = ayx —ût/ihi est le déphasage entre vx (resp. v2, v3) et le fondamental de i'i
(resp. i2, i3)

Unité Définition et relations

Puissance

activeou moyenne
watt(W) P = 3WHiC0s(^hi)

Puissance apparente volt-ampère (VA) S = 3VI

Facteur

de puissance
P

Puissance

réactive

volt-ampère-réactif
(var) Q = 3WHisin(pHi)

Puissance

déformante

volt-ampère
-déformant (vad) D = y/S2 - (P2 + Q2)

Facteur

de déphasage coS(^)=3Whi

Figure 19.2 Cas où les tensions sont sinusoïdales et les courants alternatifs

Y Remarque : La puissance active est transportée uniquement par le fon
damental du courant.

Il Compléments
• Origines des problèmes

Les harmoniques des courants sont générés par la multiplication des appareils de
faibles puissances tels que les ordinateurs, l'éclairage (lampes à décharges, tubes fluo
rescents), les gradateurs de lumière, les téléviseurs, etc., mais aussi les variateurs de
vitesse des machines à courant continu ou alternatif, les alimentations à découpage, les
fours à arc, etc..
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• Conséquences des harmoniques des courants \

- Ils provoquent un échauffement des transformateurs, des machines tournantes,
des batteries de condensateurs. Le phénomène peut être aggravé, voire destruc
teur, si certains harmoniques coïncident avec des fréquences de résonance du cir
cuit.

- Ils perturbent le fonctionnement des circuits de contrôle-commande (courants
faibles). La cohabitation des câbles « courants forts » et « courants faibles » doit
être particulièrement étudiée.

- Ils engendrent des vibrations dans les matériaux (machines tournantes, transfor
mateurs), les usant plus rapidement.

- Ils créent un échauffement supplémentaire des câbles. Le conducteur neutre peut
également être le siège d'un courant élevé (voir l'exercice ci-dessous) et peut se
révéler sous-dimensionné, surtout si des charges absorbent des courants conte
nant l'harmonique 3.

• Solutions

Les solutions dépendent évidemment de la nature des problèmes, mais globalement les
courants harmoniques peuvent être atténués par filtrage, sachant que celui-ci est d'au
tant plus délicat que le rang des harmoniques est faible. Or beaucoup de charges génè
rent l'harmonique 3, qui est source de nombreux problèmes. Comme solutions, on
peut citer :

- Commande des convertisseurs favorisant les harmoniques de rang élevé (comme
par exemple la commande MLI des onduleurs) pour un filtrage plus aisé.

- Couplage adéquat des transformateurs permettant de supprimer les harmoniques
3 car pas de neutre côté réseau : triangle / étoile ou triangle / zig-zag.

- Filtrage passif des harmoniques.
-Augmentation du diamètre du fil de neutre : sa section doit être adaptée. Par

exemple, si TDHI3 > 33 % (rangs 3 et multiples de 3) alors sa section doit être
supérieure à 1,45 fois la section d'un fil de phase ; cas fréquent d'une charge
redresseur-condensateur (alimentation à découpage, variateur de vitesse, etc.).

- Utilisation d'un fil de neutre pour chaque phase.
- Filtrage actif : On intercale sur le réseau au plus près de l'équipement pollueur

un équipement « compensateur d'harmoniques ».
- Conception de l'équipement : L'équipement est conçu pour ne plus polluer le

réseau. Par exemple, un redresseur à absorption sinusoïdale (le courant réseau est
sinusoïdal et en phase avec la tension).

- D'une manière générale, à partir de 10 kVA, on préfère utiliser un réseau tripha
sé à un réseau monophasé car, en régime équilibré, les harmoniques 3 des cou
rants triphasés sont en phase : il n'y a donc pas de courant contenant l'harmo
nique 3 qui circule entre deux phases. Mais attention à la section du neutre car
les harmoniques 3 des courants s'ajoutent dans le neutre.
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Mesures

Les méthodes de mesures vues dans la fiche 17 restent applicables à condition que les
appareils puissent mesurer les valeurs efficaces des grandeurs non sinusoïdales, donc
contenant des harmoniques. Leur bande passante doit être suffisamment élevée.

• Cas où la charge est équilibrée, le système de tensions sinusoïdales
étant équilibré direct et les courants périodiques alternatifs (Fig. 19.3)

On calcule la puissance apparente S à partir de la mesure du courant en ligne / faite
avec un ampèremètre TRMS et la mesure de la tension simple V faite avec un volt
mètre. La puissance active P se calcule à partir de la mesure faite avec un wattmètre
Wx. La puissance réactive Q se calcule à partir de la mesure faite avec un wattmètre
W2 monté en varmètre. On en déduit alors la puissance déformante D (voir fiche 14).

S = 3VI

P = 3Wx

Q = W2>/3
D = y/S2- (P2 + Q2)

Figure 19.3 Montage de mesure - Charge équilibrée

Charge triphasée non linéaire

Une charge triphasée équilibrée non linéaire, type salle informatique, est alimentée
par un système de tensions équilibré (Fig. 19.4). On donne une approximation du
chronogramme du courant z'i(r) sur la phase 1 de valeur maximale / = 24,5 A, et
celui de la tension simplevi(t) de valeur efficace Vi = 230 V (Fig. 19.5). La série
de Fourier du courant ï'i(f) est :

i"i(0 -?K5) cos (cot)

+3 Shl (11)C°S (3û>/) +5Sin (if )°0S (5û>r) +*'' )
1. Calculer la valeur efficace I\ du courant dans la phase 1.
2. Déterminer le chronogramme du courant z'n dans le neutre. Déterminer sa fré
quence et sa valeur efficace /n. En déduire le rapport des valeurs efficaces /n//i«
Conclure.
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3. Donner l'expression temporelle du fondamental i'ihi du courant dans la phase 1.
Calculer sa valeur efficace /mi.
4. En déduire le taux de distorsion harmonique du courant i'i.
5. Calculer i'nhi = *ihi + *2hi + *3hi et la valeur efficace correspondante.
6. Calculer les puissances active, réactive, apparente, déformante et le facteur de
puissance pour la phase 1.
7. En déduire les mêmes grandeurs relatives pour l'ensemble de l'installation tripha
sée.

8. Proposer un montage de mesure. (Rappel : les trois phases sont équilibrées).
Indiquer les valeurs lues sur les appareils.
9. Donner l'expression temporelle des 3 harmoniques de courant de rang 3 : i'ih3,
*2H3» **3H3 puis de ï'nh3 = ï'ih3 + **2H3 + **3H3 et la valeur efficace correspondante.
Conclure.

10. Donner l'expression temporelle des 3 harmoniques de courant de rang 5 : ixn5,
«2H5» **3H5 puis de i'nh5 = *'iH5 + *2H5 + *3H5 et la valeur efficace correspondante.
11. Généraliser : Quels sont les rangs des premiers harmomques du courant i'n ?
Tracer le spectre d'un courant de phase et de /n-

o
o
•<*•

i
o

+
Q.
CO

'i

Charge 1

Charge 2
i

'3

Charge 3
/n
-"

Figure 19.4 Charge triphasée non linéaire

— 7,(0 —-v,(f)

K4- I"^ I—H
^++ e=cot

n/6

Figure 19.5 Chronogrammes
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Solution

1. Valeur efficace du courant dans la phase 1

de = J—x — = _
n 12 V6-/§fW/?fW 10 A

2. Les chronogrammes des courants sur les phases 2 et 3 ont la même allure que celui
de *i(f), mais ils sont décalés respectivement de —2tt/3 = —120° et de
—An/3 = —240° par rapport à ix(t). Le courant dans le neutre est : i'n = h +12 + '3
d'où le graphique (Fig. 19.6).

'n(')

n

I I I I I H-H*
e = cot

Figure 19.6 Chronogramme du courant dans le neutre

On voit que la période 7n = T/3, d'où :/N = 3/ = 150 Hz. La valeur efficace est

/
/n

*/12 I6I1 n
dO = J—x —= —«17,3 A

n 12 V2V * Jo

Le rapport des valeurs efficaces est : — = —= = -J3
h V2

Alors que les systèmes de tensions et de courants sont équilibrés, le courant dans le
neutre n'est pas nul, il est même plus élevé que le courant en ligne ! D'où un risque de
fusion du neutre et d'incendie, si le neutre n'est pas dimensionné en conséquence.

3. Fondamental et valeur efficace de ixx\x .

= — sin { — I
n \\2)*im =

4. Taux de distorsion harmonique du courant i'i

THD =
n

i2
MHl

4/

n~7ï

- 1 « 1,44 soit 144%

cos (cot) « 8,07 cos (cot) et Ixm =—;= sin l—j« 5,7 A
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m
5. On a :

'mi = hnx cos (cot), i2m = hux cos (cot - 2n/3) et /3Hi = /3H1 cos (cot + 2n/3)

avec /mi = /2H1 = /3H1 - D'où :

'NHl = '1H1 + '2H1 + *3H1 = 0 =>• /nH! = 0

6. Puissances et facteur de puissance pour la phase 1. Le développement en série de

Fourier du courant i'hi montre que : cpxnx = ( /ihi . m) = 0, d'où :

Pi = V,/imCOs(<piHi) = IVihi « 1311 W Qx = Vi/iHisin(<p1Hi) = 0 var

Sx = Vxix « 2300 VA D, =Js2 - Pf « 1890 vad

/p
Sx

0,57

7. Pour l'installation, on a

P = 3/>,s«3933 W

S = 3Sx « 6 900 VA

h
P

~ ~S ~
^«0,57
Sx

0 = 0 var

D=VS2 - P2 =3^S2 - P2 « 5670 vad

8. Le montage de mesure proposé (Fig. 19.3) convient car la charge est équilibrée.
Attention cependant, de nombreuses pinces multifonctions ne donnent pas D et calcu

lent Q par VS2 —P2 ce qui est inexactsi le courantn'est pas sinusoïdal. Valeurs lues
sur les appareils : V = 230 V, / = 10 A, Wx = 1311 W, W2 = 0.

9. Harmoniques de rang 3.

4/
*1H3 = -z— sin ( — }cos (3cot) « 7,35 cos (3cot)

'2H3 = z— sin ( -^ ] cos (3(cot - 2n/3)) « 7,35 cos (3cot)

i AI /3n\
•s. '*3H3 = z— sin ( — cos (3(cot + 2n/3)) « 7,35cos (3cot)
o 3n \12J
5 4/ /3tt\
o- D'où : /NH3 = iiH3 + '2H3 + *3H3 = — sin( —— ) cos(3cot) « 22cos(3cot)
2 n \\2)

"8 4/ . /3tt\

@

A
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Les harmoniques de rang 3 (à 150 Hz) s'ajoutent en phase dans le neutre, ce qui
explique l'importance du courant efficace dans le neutre (/n *=» 17,3 A).
10. Harmoniques de rang 5.

4/ . (5n
5n-Sm{-
4/

5n

'iH5 = tÎt sm | tt )cos (5cot) « 6,03 cos (5cot)

/2H5 =tÎ: sin l-^)cos (5(û>/ - 2^/3)) «6,03 cos (5cot - l0n/3)

4/ . /5jt

57Smt
D'où : j'nh5 = ixus + '2H5 + '3H5 = 0. Les harmoniques de rang 5 s'annulent.

«3H5 =77: sin (-^ jcos (5(û>/ +2^/3)) «s 6,03 cos (5atf +10jr/3)

11. Généralisation : les rangs des harmoniques du courant /'n sont impairs et multiples
de 3, soit les rangs : 3, 9, 15, 21, etc. La décroissance est assez rapide (en l/n), et
l'harmonique 3 est prépondérant. La (Fig. 19.7) montre le spectre du courant de phase
qui alimente la charge et du courant dans le neutre absorbé.

Courant efficace

de phase (A)

f 3/ 5f 7f 9f 11/

Courant efficace

de neutre MA)

l l I I I
3/ 9f

I I I I I ' I—•
15/

Figure 19.7 Spectres du courant de phase et du courant de neutre absorbé
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